SEGUNDA PARTE

ALGEBRA

Comencemos esta parte de nuestras lecciones citando algunas. -
obras de Algebra para que el lector pueda orientarse en la copio-
sa literatura que sobre esta disciplina matem4tica existe. Prime-
ramente, debemos mencionar el Cours d'Algebre, de Serret, obra
de gran mérito, y que durante mucho tiempo ha sido de gran
utilidad. Hoy contamos en Alemania ¢on dos grandes obras,
muy conocidas : H. Weber, Lehrbuch der Algebra (1) y E. Net-
to, Vorlesungen iiber Algebra (2), compuestas cada una de dos
tomos ; ambas encierran un gran nuimero de cuestiones dificiles.
y han sido escritas para servir de consulta, por la extensién y
detalle con que aparece expuesta la materia; si bien para las
exigencias de la preparacién de los aspirantes al magisterio se -
nos figuran demasiado voluminosas y también algo caras. M4s
apropiadas a este objeto son las Vorlesungen iiber Algebra, de
E. Bauer (3), obra escrita, adem4s, con un estilo eminentemente:
didéctico y en la que apenas se trata mds materia de la que el
maestro debiera dominar (4). Atendiendo al lado pra’yctiéo de la
resolucién numérica de ecuaciones, podria completarse este libro
con el manual Praxis der Gleichungen, del profesor C. Runge
(coleccién Schubert, tomo XIV, Leipzig, 1900), digno de todo
encomio. ‘ o

Antes de entrar de lleno en materia, debémos advertir que no
puede pretenderse dentro del cuadro de estas lecciones dar una

(1) 2.* ed. Braunschweig, 1898-99.

(2) Leipzig, 1896-99. '

(3) 2.2 ed. Leipzig, 1910.

(4) Véase también Netto, E., Elementare Algebra, ILeipzig, 1913, vy
H. Weber, Lehrbuch der Algebra, edicién reducida en un tomo, Braun-
schweig, 1921, e ’
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exposicion sistemdtica del Algebra; antes, por el contrario, nues-
tro proposito es tratar solamente una seccion especial de la mis-
ma, a nuestro entender poco apreciada, pero que es de .suma
importancia por la relacién intima que guarda con la ensefianza
de las matemdticas en la escuela. Todas mis explicaciones gira-
ran en torno de este punto, a caber : la aplicacién de los métodos
graficos y en general de los métodos geométricamente intuiti-
vos a la resolucién de las ecuaciones.

Bajo este titulo se designa un capitulo de extraordinaria am-
plitud y lleno de fecundas ensefianzas, del cual sélo entresacare-

mos una serie de fas mas interesantes cuestiones que se relacio-

nan con las distintas regiones de la matematica, tratando de for-
mar asi un todo orgdnico, de modo que en adelante sigamos el
método que antes hemos designado con el nombre-de proceso B.

Trataremos, primero, de las ecuaciones entre magnitudes rea-
les, y después, seguiremos con las qué contienen magnitudes

5

complejas.

I. . ECUACIONES DE COEFICIENTES Y RAICES REALES

1.~ Ecuaciones con un parémetro

Empecemos por el caso mas sencille, el de una ecuacién que
contiene un ‘pardmetro ; su tipo es:
*

jlx, Ay=0.

Figma 15

o
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Para interpretarla geométricamente del modo més sencillo,
sustituyamos el pardmetro A por una segunda variable y; se tie-
ne, entonces, la ecuacidn :

f(x’ y)=0,

que es la de una curva en él plano xy (fig. 15). Los puntos de
interseccidn de esta curva con la recta y=1, paralela al eje x, dan
las raices reales de la ecuacion f(x,1)=0; y si se ha dibujado la
curva aproximadamente, lo cual es facil cuando no se necesita
demasiada exactitud, se ve que al trasladar dicha recta CONSET~

y.

Figura 16

vandose paralela al eje x, o sea al variar el pardmetro 1, el nd-
mero de las raices' reales cambia. Es digno de especial mencién-

el caso en que f(x, ) es lineal en 1, es decir, cuando la ecuacién .

se presenta bajo la forma
(%) +M(e) =0,

plx)
$ (x)
se sunphflca mucho su trazado. En estos casos se pueden aplicar
muchas véces con fruto los métodos de resolumén numérica apro-
ximada de ecuaciones.

Consideremos, por ejemplo, la -ecuacidn cuadrdtica

pues entonces la curva y=-———=es racional y por consiguiente

x2+ax—)\='0,



— 197 —

, Tenemos, entonces, ‘uﬁa pardabola y=x*-tax (fig. 16), y vea-
mos ahora, para qué valores de A la ecuacién tiene 2, 1 o ninguna
raices reales, que corresponden a las horizontales que coftgn a
a curva'en 2, 1 o ningdn puntos. La realizacién de estas cons-
trucciones tan sencillas e intuitivas resulta muy conveniente en
las clases superlores de la-ensefianza secundaria.

-Comeo segundo ejemplo, tomemos la ecuacidn cibica

x3+ax®+ bx -—‘)\20/;
para ella consideramos la pardbola ctibica y=x%+ax?+bx; que,

segn los valores de a y b, tiene formas diferentes. En la figu-
ra 17 se ha supuesto que la ecuacién x°+ax®+b=0 tiene raices

, y
1
2 :
5 { /
2 \/' ‘7“(
1
Fi.gura 17

reales ; se ve, entonces, cémo las paralelas al eje x se dividen
en dos grupos: uno el de las que cortan a la curva en un pun-
to; otro el formado por las que la cortan en tres, separado uno
. de otro por dos paralelas limites, en las cualés aparece un punto
de interseccién equivalente a dos puntos cornunes, que corres-
ponde "a una raiz doble. ,

N

2.° Ecuaciones con dos parametros

Pasemos ahora al caso en que la ecuacién contiene més de
un pardmetro, comenzando por el caso de dos; su resolucién
grafica requiere entonces mayor habilidad ; en cambio los resul-
‘tados que se obtienen son de mayor interés y transcendencia.

B



Nos limitaremos en lo que sigue a la consideracién de ecua-
¢lones en que figuren linealmente los dos pardmetros X'y p.; ¥
designaremos por t la incégnita ; tratase, pues, ahora, de la de-
terminacién de las raices reales de la ecuacién '

#(8) + 1x(8) +nd(t) =0 )

en la que g,.x y.¢ expresan polinomios en f.

Si xe y son las coordenadas cartesianas de los puntos de un.
plano, sabido es que toda recta del mismo esta represmtada (fi-
'-kgura 18) por una ecuacidén

y+ux+o=0, 2

donde podemos mirar a u y v como coordenadas de la recta: —w
-es la tangente trigonométrica del dngulo que forma la recta con

I

IV

(v) -

Figuia 18

el eje x, v —v es el segmento que determina sobre el eje y.
Si, por razones cuya importancia veremos mds adelante, con-
sideramos como equivalentes el punto y la récta y en consecuen-
.cia las coordenadas de estos dos elementos geométricos, podre--
mos decir brevemente que la ecuacidn y+ux+v=0, representia
la incidencia de la recta (u,v) y del punto (x,7y), es decir, el
punto est4 sobre la recta y la recta pasa por el punto.
Para poder interpretar geométricamente la ecuacién (1) pon-
gamosla en la forma (2), lo cual puede realizarse de dos modos
-esencialmente distintos : '
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A) Pongamos

_e® LX) ,
T T Ga)
u=>% v=p 30

Las ecuaciones (34a) representan con la variable { una curva
racional, perfectamente determinada, del plaro xy, la. llamada
curva normal de la ecuacién (1); .y puesto que cada uno de sus
puntos viene dado por un cierto valor de , se puede considerar
marcada $obre la misma una escala de valores' de t. De la (34a)
podemos deducir inmediatamente cuantos puntos ‘queramos de
la curva y dibujar ésta con su escala con la suficiente exactitud.

Para todo par de valores de los pardmetros X vy p, las ecua-
ciones (8 b) representan una recta del plano, y la (1) significa,
segun lo_antes expuesto, que el punto £ de la curva normal se
halla sobre esta recta; obtenemos, por consiguiente, todas las
raices reales de la (1) cuando consideramos todos los punlos de
interseccion de la curva normal con las rectas del plano, y lee-
mos los valores del pardmetro t sobre la escala de la curva.

Obsérvese que la curva normal queda determinada de una
vez para todas por la ecuacidn (1), sin que hayan de tenerse en
cuenta para nada los valores que puedan tomar los pardmetros
Ay p. A cada ecuacién con valores determinados dé A y p corres-
ponde entonces una recta que, en cierto modo, los representa, y
al considerar todos los pares de valores de A y y aparecen todas
las rectas del plano y no, como en el caso de un paradmetro, sélo
las paralelas al eje x.

Para aclarar bien esto, fijémonos en el caso de la ecuacion
cuadrdtica,

P+ut+p=0
La curva normal eg ahk)ra

y=t?, x=t, 0o sea  y=x?

es decir, la pardbola representada en la figura 19, en cuya escala
marcada se pueden leer inmediatamente las raices reales de la
ecuacién como intersecciones con las rectas ¥ +ix+p=0. Asi la

9
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figura indica que las raices de t*—t—1=0 se hallan entre —-3— y 2,
y entre — —%— y —1, respectivamente. La principal ventaja de-

este método, respecto del aplicado en el caso anterior, es que aqui

- Figura 19

con una sola pardbola dibujada se pueden resolver todas las ecua-
-ciones cuadrdticas posibles. )
"~ Por consiguiente, cuando haya que resolver aproximadamente
diversas ecuaciones. cuadraticas, este procedimiento serd reco-
mendable. . ‘

Andlogamente se pueden tratar todas las ecuaciones cubicas.
las cuales, como es bien conocido, se pueden llevar siempre, por-
una transformacién lineal, a la forma reducida :

BN+ p=0
Aqui aparece como curva normal la pardbola ctbica (fig. 20)
y=13, x=ft 0 fy:x’

También este método me parece muy a propésito para su em:
pleo en la enseflanza toda vez que los alumnos encuentran gusto
en el dibujo de tales curvas. ’ '

B) El segundo método de interpretacion de la ecuacion (1)
se deduce del primero aplicando el Principio de dualidad, es
decir, permutando las coordenadas de puntos por las de rectas.
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Para ello, escribamos la ecuacién (2) cambiando el orden de sus
términos :

VtxU+y= 0’ ”
e identifiquémosla con la (1), escribiendo:
¢
V= o == 2 (45 a)
PO n

s

Las ecuaciones (44a) représentan, considerando { como varia-
ble, un haz de rectas, que envuelve una curva bien determinada,
la curva normal de la ecuacién (1) en la nueva interpretacién ;

<

Figura 20

es una curva raclonal, puesto que en coordenadas de rectas o
tangenciales estd representada por funciones racionales de un
pardmetro. Cada tangente y, por consiguiente, también su punto
de contacto corresponde a un determinado valor de t; as{ que
de nuevo se obtiene una escala sobre la curva normal. Dibujando
un numero suficientemente grande de tangentes, utilizando las
ecuaciones (4 a) ‘se llega a obtener la curva y la escala con toda
la exactitud deseada. '

Para un par de valores determinados de (&, p), la ecuacién (1)
expresa que la tangente ¢ a la curva normal (4 @) pasa por el pun-
to de coordenadas (A, p); por consiguiente, se obtienen todas las
raices reales de la (1), leyendo los valores del pardmetro t, corres-



— 182 —

pondientes a todas las tangentes a la curva normal trazadas por
el punto (A, p).

Para aclarar esto consideremos nuevamente los rmsmos ejem-
plos. A la ecuacién cuadratica

B4 A+p=0
corresponde como curva normal la envolvente del haz de rectas
’U=t2, U= t,

y se tiene de nuevo una pardbola con el vértice en el orlgen de
coordenadas (fig. 21).
La figura pone de manifiesto 1nmedtatamente las raices reales

Figura 21

que correspondan al par (3, p), como parametros de las tangentes
trazadas desde el punto (A,p) a la pardbola.
Para la ecuacion ciébica

P+u+p=0

la curva normal

©s una curva de tercera clase que tiene un. punto de retroceso en
el orlgen de coordenadas, como indica la figura 22
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Otro modo un poco diferente de exposicién de este método,
es el siguiente : consideremos la ecuacion trinomia

AT+ p=0;

el haz tangencial que envuelve a la curva normal estd entonces
representado por la ecuacién

ft)y=tm+xt+5=0

que contiene el pardmetro f. Para hallar la.ecuacién de la curva
normal en coordenadas puntuales, bastard, como es sabido, eli~
minar el pardmetro ¢ entre esta ecuacién y la que se obtiene de-
rivAndola con respecto al mismo ; pues la curva normal, .como
envolvente del sistema de rectas, es lugar geométrico de los pun-

Figura 22

tos de interseccién de cada dos rectas sucesivas (correspondien-
tes a t y t+di). En lugar de eliminar, resolvamos el sistema
constituido ‘por ambas ecuaciones respecto a x e y: se obtie-
ne asf : :
m m - n
=TT =T

ecuaciones paraméiricas de nuestra curva normal.

De este modo se obtienen para ecuaciones de las curvas nor-



males en los ejemplos ya tratados de las ecuaciones cuadratica y
ctibica, respectivamente, las

x==—21t, y=1%;
x=—381%,  y=21,
que, en efectb, corresponden a las curvas dibujadas.
El profesor Runge ha mostrado en sus conferencias y ejerci-

cios lo practico de estos métodos, especialmente apropiados para
la solucion real de las ecuaciones. También en la enséfianza se

Figura 23

podra recomendar la consideracién de una u otra de estas figuras.

Comparando, ahora, los dos métodos que acabamos de expo-
ner, aparece el segundo mucho mdas ventajoso que el primerg
para este objeto concreto, pero muy importante :-cuando se quie-
re obtener una representacion intuitiva de todas las ecuaciones
de un tipo determinado que tienen un nimero dado de raices rea-
les. Tales conjuntos vienen representados en el primer método
por sistemas de rectas; en el segundo, por regiones de puntos;
y éstas, por el modo de ser de nuestra intuicion geométrica o por
la costumbre, se conciben més facilmente que aquéllas.

Lo que en este sentido puede lograrse, se advieite fijandose
en un caso concreto ; por ejemplo, el de la ecuacién cuadréatica.
En él observamos que por ningun punto interior a la paribola
(fig. 23) se pueden trazar tangentes a la misma ; en tanto que por
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los puntos exteriores se le pueden trazar dos tangentes; asi que
estas dos regiones representan los conjuntos de todas las ecua-
ciones cuadrdticas con ninguna o con dos raices reales, respec-
tipamente. Para todos los puntos de la pardbola, hay sélo una
tangente, la cual puede mirarse como doble, resultando, pues,
la curva mormal como el lugar de los puntos para los cuales las
dos raices de las ecuaciones correspondientés se confunden en
una, de tal modo que podriamos llamar a la curva, curva dis-
criminante, '

En la ecuacidn cubica, por cada punto interior a la curva
normal pasan tres tangentes a la misma (fig. 24) ; pues para un

Figura 24

punto del ej'e', por razén de simetria, es evidente, y cuando se
hace variar el punto sin atravesar la curva, este niimero no pue-
de cambiar. Si el punto (%, ) llega a la curva, las dos raices coin-
.ciden en una y cuando el punto pasa a la regidén exterior a la
.curva, las dos raices se hacen imaginarias y sélo queda una raiz
real, '

Segiun esto, la porcidn de plano interior a la curva representa
todas las ecuaciones cibicas con tres raices reales distintas; la
-exterior, las ecuaciones que sélo tienen una raiz real; y; final-
mente, los puntos de la curva, las ecuaciones con dos raices rea-
les, una simple y otra doble, Por el punto de reiroceso de la
.curva, sélo pasa una tangente, que debe contarse como triple ;
la ecuacidn correspondiente (t*=0) sdlo tiene una raiz triple real.



— 136 —

La figura permite ver con una simple ojeada este agrupa-
miento. . j )

Las figuras llegan a ser todavia mucho mas sugestivas y re-
portan mds ensefianza, cuando, como es corriente en el Algebra,
se introducen limitaciones para las rafces; en particular, si se
trata de enconirar todas las raices reales contenidas en un inter-
valo dado t,<t<t,. Este problema est4 resuelto de modo general
por el teorema de Sturm, como se sabe. Podemos completar f4-
cilmente las figuras construidas, para que den una solucién sa-
tisfactoria y clara a esta cuestién. Para ello agregamos a la curva
normal las tangentes correspondientes a los pardmetros t, y t,,
v consideraremos las regiones en que dividen al plano.

Hagamos esto, primero, para la’ ecuacién cuadratica ; viene,
entonces, a reducirse el problema a determinar el nimero de las
‘tangentes que tocan el arco de pardbola comprendido entre los
puntos t,y t, (fig. 25). En ¢l tridngulo formado por dicho arco

\0 . ,/0
/

Figura 25

y las tangentes en los puntos £, v ¢, estdn los puntos por los cua-
les se puedan trazar dos tangentes a la parabola. Si atravesamos.
una de las tangentes t,, t,, se pierde una tangente, la que toca a
la pardbola fuera de aquel arco. Por cada punto de las regiones.
limitadas por los arcos ilimitados de la pardbola, a partir de ¢,
y t,, v las prolongaciones de las tangentes en estos puntos, no
pasa ninguna tangente al arco (t,t,), y en el interior d¢ la para--
bola no hay tangentes reales. Los dos arcos de pardbola t<t, y



— 137 —

t>t, son indtiles para la divisién del plano considerada; que-’
dan, por lo tanto, solamente las lineas trazadas en la figura, las
cuales nos dan, con los nimeros marcados, una idea intuiiiva
exacta sobre los conjuntos de ecuaciones cuadrdticas que lienen
dos, una o ninguna raices reales comprendidas entre t, y t,.

Exactamente de la misma manera se procede con la ecuacign.
cibica. Supongamos que ,>0, £,<<0. Tracemos las tangentes en
los puntos correspondientes a estos valores del pardmetro y con-
*sideremos la divisién del plano por estas rectas y el trozo de
curva comprendido entre los puntos t; y ¢, (fig. 26).

Por los puntos intefiores al cuadrildtero mixtilineo que tiene
un vértice en el punto de retroceso de la curva, pasan tres tan-

12

Figura 26

gentes reales, que tocan al arco comprendido entre ¢, y ¢, ; pero
cuando se atraviesa cualquiera de las tangentes ¢, o t, se pierde
una solucién, y.al atravesar la curva normal se pierden dos, como
se aprecia inmediatamente en la figura, Resulta, pues, la divisién
del plano indicada en la figura, en las regiones que corresponden
a ecuaciones con lres, dos, uma o ninguna raices reales situadas
enlre t, y t,. _ '
Para comprender bien la grandisima utilidad de los métodos
grdficos bastard intentar la clasificacién de las ecuaciones cdbi-
cas de un modo abstracto, sin apelar para nada a la intuiciém
geométrica ; esto exige un tiempo relativamente desproporcio-
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nado. Aun la demostracién que aqui‘aparece clara sin més que
contemplar la figura, resultarfa complicada.

En lo que respecta a la relacion de estos métodos geométricos
con los caonocidos criterios algebraicos de Sturm, Descartes ¥
Budan-Founer, debemos solamente observar que para el caso que
nos ocupa, el niétodo geométrico comprende a todos aquéllos.
Para mds detalles puede el lector consultar mi trabajo (1) Geome-
trisches zur Abszihlung der Wurzeln algebraischer Gleichungen
en el Katalog mathematischer Modelle, de W. Dvycks (2). Es®
digno de recomendar este catdlogo, que fué confeccionado con

~ocasién de la Exposicién organizada por la Sociedad Matemética
Alemana en Munich, en el afio 1893, y constituye todavia hoy el
.mejor medio auxiliar para orientarse en la construccién de mode-
los mateméticos.

3. Ecuaciones con tres patametros

Para terminar el estudio que venimos haciendo, vamos a ver
cémo pueden aplicarse las mismas consideraciones a las ecua-
ciones con tres pardmetros ; la tinica variacién serd que en lugar
del plano, habremos de utilizar el espacio tridimensional. Bas-
tard para ello, fijarnos en la ecuacion. cuatrindmica particular

PN +pit+v=0 )

y el procedumento que para ella 51gamos se aplica inmediata-
mente a cualquiera otra.

- Ademds de la ecuacién propuesta (1) deberemos tener en
cuenta la COHdlClOH fundamental de la Geometria del espacio
para que el punto (x, y, 2) se halle sobre el plano de coordenadas
tangenciales (u, v, ) ‘

Z+ ﬁx+vy +w=0 (2)

W+ xu+y0 +2=0 (3)

Identifiquemos esta ecuacién fundamental, puesta en una o
en otra forma (2) o (3), con la (1), para obtener, exactamente
como antes, dos interpretaciones mutuamente correlativas,
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Pongamos, en primer lugar,

=17, x=1m, y=1"; (2 a)
obtenemos entonces una curva alabeada determinada, la curva
normal de la ecuacion cuatrindmica, con una escala de wvalores
de t. Si, ademds, consideramos el plano determinado por los va-
lores

w=2, v=p, W=y, (25)

la ecuacién (1) nos dice que las raices reales de la ecuacion pro-
puesta son idénticas a los valores del pardmetro de los punios

“reales de interseccion de la curva normal (2a) con el plano (2 b).
' Procediendo, ahora, correlativamente, los valores

w=1, w=1" p=t" (3a)

representan un sistema simplemente infinito de planos, los cuales
pueden considerarse como osculadores de una curva alabeada
determinada, con una escala de valores del pardmetro t, que, aten-
dida esta definicién mediante coordenadas tangenciales, podemos
llamarla curva normal tangenczal en oposicidn a la antes definida
.como lugar de puntos, que la llamaremos curva normal puntual.
Considerando ahora, al mismo tiempo que la curva normal tan-
-gencial, el punto

x=2, Y=y, 3=y, (8D)
‘vemos que las raices reales de (1) son idénticas a los ;bara’m;etros'
de los planos osculadores a la curva normal tangencial (3 a), que
pasan por el punio (3 ). ‘

Resulta interesante ver verificadas ambas metrpretac;ones in-
tuitivamente por medio de ejemplos concretos; en la coleccién
-del Seminario Matemdtico de la Universidad de Gotinga, hay
-dos modelos que vamos a-describir.

La primera representacién la ha utilizado el profesor Mehmke
-de Stuttgart, en la construccion de un aparato para la resolucion
numérica de ecuaciones.

Consiste en una plataforma circular de latén (fig. 27) sobre la
«cual se apoyan tres varillas verticales graduadas, equidistantes
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entre si, y en la que se coloca recortada la curva normial tipo de
las ecuaciones de tercero, cuarto o quinto grado con cuatro tér-
minos. Para la construccién y uso de este aparato, no se utilizan
ya las coordenadas cartesianas rectangulares, sino un sistema
coordenado en el que las coordenadas tangenciales, es decir, los.

03

s
(a1
L

w
!

Figura 2y

coeficientes (u, v, w) de la ecuacidn del plano puesta en la for-
ma (2), Son, precisamente, los nimeros que corresponden a las
intersecciones del plano en cuestion con las escalas de las. tres
‘varillas verticales, nimeros que se pueden-leer en éstas.

Para fijar la posicién de un plano determinade u=1, v=yp,
w=v, lleva la varilla anterior, w, una alidada que se puede fijar
en el punto v de la escala, mientras se unen por-un hilo que se
mantiene tirante los puntos A y p. de las escalas % y v. Los rayos
que pasan por la alidada dirigidos hacia este hilo forman nuestro
plano y se puede observar inmediatamente por el agujero de la
alidada las intersecciones del plano con la curva normal, como
intersecciones aparentes del hilo con la curva recortada; los va- '
lores de sus pardmetros son las raices buscadas de la ecuacidn,
los cuales se leen simultdneamente sobre la escala grabada sobre
la curva normal recortada. En cuanto al valor realmente practico
del aparato que queda descrito, depende, naturalmente, en ulti-
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mo término, del mayor o menor esmero de su construccién me-
<c4nica. -

Para el segundo método, hay un modelo construido por el
sefior Hartenstein. y presentado como trabajo practico en su exa-
men de Estado. Este aparato se refiere a la llamada forma redu-
cida de la ecuacidn de cuarto grado:

th+ A2 +pl+y=0 . (4)

a la cual puede reducirse, como se sabe, toda ecuacién bicuadra-
tica. Refiriéndonos a esta ecuacién vamos a exponer aquel mé-
todo, un poco modificado, como ya hicimos antes al tratar de la
ecuacion de tres pardmetros (pag. 133). '

Consideramos ahora un sistema simplemente infinito de pla-
nos, cuyas coordenadas tangenciales estin dadas por los valo-
tes (3a); por consiguiente, sus ecuaciones puntuales serdn en
este caso : ’

fO)y=t4+%t? 4yt +2=0

La superficie envolvente de estos planos puede considerarse
formada por el conjunto de las rectas que cada plano f(t)=0
tiene comiin con el infinitamente préximo f(t+At)=0; es, pues,
la superficie desarrollable, cuya ecuacién se obtiene por elimina-
cidn de t entre las ecuaciones f(t)=0 y f'(t)=0.

Pero, para obtener, ahora, la curva normal, debemos consi-
derar la del haz de plunos, es decir, el lugar de todos los puntos
de concurso de cdda tres planos consecutivos; la cual, como se
sabe, es la arista de retroceso de la superficie desarrollable, cu-
yos puntos tienen como coordenadas las funciones de t que se
deducen de las tres ecuaciones f(t)=0, f'(t)=0, £'(t)=0. En nues-
tro caso, estas ecuaciones son :

- xt? 4 yt+2=0,
48 +x.2t+y =0,
12£24x .2 =0,
de las que resulta:

x=—68, y=81, 5=_3i (5)
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ecuaciones puniuales paramétricas de-la curva normal de la ecua-
cidn dada; sus ecuaciones tangenciales, segtin (8 a), son:

w=lt,  u=, =L (6)

Ambas representaciones son de, cuarto grado en ; la curva
normal es, por conSiguiente, de cuarto orden y cuarta clase.

Para formarnos mas clara idea de esta curva, consideremos.
algunas superficies que la contienen. Primeramente, las expre- .
. siones (5) satisfacen 1dentlcamente a la ecuacién :

=0’

esto'es, la curva normal de que tratamos esta contenida en la su-
perficie del cilindro parabdlico de segundo orden representado
por esta ecuaciébn y cuyas generatrices son paralelas al eje y.
Igualmente satisfacen los valores de x, v a la ecuacién:.

y? %3
g T =0
de modo que también. este cilindro cibico, de generalrices pa-
ralelas al eje z, pasa por la curva normal, que es la interseccion
completa propia de ambos cilindros. Se puede ficilmente dibu-
jar, segin esto, una perspectiva aproximadd de la curva nor-
mal (fig. 28). Esta es alabeada, simétrica respecto del ‘plano xz,
¥y con un retroceso en el pumio O.

“Tamibién pasa por la curva la superficie de segundo grado :

xz 3y?

=0
9 64

puesto que esta ecuacién se satisface por las (5) idénticamente
en t. De ella y de la del cilindro cub1co se deduce por combina-
cién lineal esta otra:

xz yz‘ m3

- =0,
6 16 216

“la cual representa una superficie de tercer orden que pasa por la
curva normal.
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" Considedemos, ahora, la superficie desarrollable cuya arista
‘de retroceso es la curva normal ; podemos definirla como el con-
junto de todas las tangentes de ésta. Si su representacién para~
métrica es:

x= o(), y=u(), z=x(1), .
las tangentes en el punto ¢ estdn dadas por las ecuaciones,
g=o(f+ee'(t), Y=o +e¥(),  s=x()+ex'(®),

donde p es un parametro, pues sus cosenos directores respecto de
los ejes son, como se sabe, proporcionales a las derivadas res-

2
X2
447 =0

S e

[3

Figura 28

pecto a ¢ de las coordenadas de la curva. Considerando { como
variable, estas ecuaciones con los dos pardmetros f, p represen-
tan la superficie desarrollable, Todo esto, como se ve, no son mas
que consideraciones bien sabidas de la Geometria del espacio.
En particular, en el caso de la curva (5) las ecuaciones de su
superficie tangencial, designando las coordenadas de sus pun-
tos por X, Y, Z para distinguirlas de las coordenadas de la
curva, son :

X=—6(12+20t), Y=8(B+3pl2), Z=—3(4+4o). (T)

Esta superficie es la contenida en el modelo del sefior Har-
tenstein, en el cual las generatrices rectilineas estdn representa-
das por hilos tirantes (véase la figura 29; pag. 146).
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La representacién paramétrica es la que mayores ventajas
presenta para el estudio y la construccién material de la superfi-
«cie. Realmente, lo' que ordinariamente hacemos al tratar de en-
contrar la ecuacidn de la superficie, es seguir la costumbre de
antiguo adquirida ; se obtiene sin mas que ehmmar t y o entre
las ecuaciones (7).

‘Indicaremos el procyedimiento més sencillo para ello, sin des-
cender a grandes pormenores, pero fijAndonos en la significacién
de las diferentes operaciones necesarias para la ehmmamén De
las ecuaciones (7) se deducen estas otras :

X .
Z+-—=12p222,
+3 120222,

XZ T X
, —_ - = 838
6 16 s ofD

«que: se satisfacen por todos los puntos de la curva misma (p=0).
Poniendo 0 en lugar de los segundos miembros, se obtienen las
ecuaciones de dos superficies particulares, ya consideradas antes,
que contienen la curva. Entre ambas ecuaciones se puede elimi-
nar facilmente el producto of, y se encuentra como ecuacidn de
la superficie desarrollable: )

2 \3 2 73
e+ B 03By

6 12 216

que es, por consiguiente, una superficie de sexto ordem, que se
descompone en una de quinto orden mdés el plano del infinito.

Sobre la significaciéon de esta férmula vamos a agregar toda-
via las observaciones siguientes, que interesaran a los lectores
~mas familiarizados con este asunto. Las expresiones que se hallan
~dentro de los dos parentesm no son otra cosa que los invariantes
de la ecuacidn bicuadrdtica escrita en forma reducida,

44+ X2+ Y4+ Z=0,

v

los cuales desempefian un papel muy importante en la teoria de
“las funciones elipticas, en la cual se designan generalmente con
&2 Y 8. El primer miembro de la ecuacién de la superficie
A=g,2*—27 g2 es conocido con. el nombre de discriminante de
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la -ecuacion bicuadrdtica y su anulacién indica la existencia de
una raiz doble. Nuestra superficie desarrollable no es otra, por lo
tanto, que la superficie discriminante de la ecuacion bicuadrdtica,
es decir, el lugar de los puntos para los cuales la ecuacién tiene
una raiz doble.’ : . A

Después dé estas explicaciones teéricas, la construccién de un’
modelo filar de éstos, como una superficie, no ofrece ninguna di-
ficultad de principio ; se realiza determinando por medio de la re-
presentacién paramétrica los puntos en los cuales las tangentes que
se desea representar atraviesan ciertos planos fijos, representados
en el modelo por superficies de madera o cartén p. ej., y unien-
do por medio de hilos bien tensos los puntos correspondientes.
Para lograr un modelo realmente bello y ftil, en que se vea bien
representada la superficie con su arista de retroceso, se necesitan
muchos ensayos y una gran habilidad. La figura 29 representa
la superficie con sus rectas; AOB es la arista de retroceso.

En el modelo se ve una curva doble (COD), a lo largo de la
cual se atraviesan las dos hojds de la superficie; es simplemente
la pardbola situada en el plano XZ:

Y =70, AR :
. 4.

De esta parahola solamente aparece una parte (CO), para la
“cual es X<<0, como interseccién de las hojas reales ; la otra mi-
tad estarfa aislada en el espacio. Este fenémeno no sorprendera
a quien esté acostumbrado a utilizar representaciones geométri-
cas concretas en la Teorfa de las superficies algebraicas, puesto
que es cosa corriente que aparezcan ramas reéales de curvas do-
bles tanto como inlersecciones de hojas reales como aisladas en
el espacio; en este caso son intersecciones reales de hojas ima-
ginarias de la superficie, lo cual corresponde a lo que acontece
en el plano, que al lado de los puntos dobles reales que aparecen
como intersecciones de ramas reales de una curva, existen pun--
tos dobles, aparentemente aislados, como intersecciones de par-
tes imaginarias. : k
- Veamios ahora qué ensefianzas podemos sacar de la superficie
obtenida con su arista de retroceso, la curva normal. Imagine- .
mos esta curva provista de su escala, o mejor, escribamos en
10
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cada tangente representada por un hilo tirante el valor de su pa-
rdmetro, {, que también ‘corresponde a su punto de contacto.
' Dada, entonces, una ecuacion bicuadrdtica con coeficientes deter—
minados "X, y, z, bastard trazar por el punio correspondiente
(x, v, z) los planos osculadores a la curva mormal, o, lo que es
lo mismo, los planos tangentes a la superficie discriminante y
los pardmetros de los puntos de contacto con la curva o de las

Figura 29

tangentes respectivas dan las raices reales de la ecuacion. Puesto
que los planos osculadores tocan y cortan a la curva, preyectando
ésta desde el punto (x, v, 2) considerado, todo punto de contacto
de un plano osculador serd punto de inflexién aparente de la
curva, y reciprocamente. Las raices reales de la ecuacidn bicua-
drdtica son, por lo tanto, en swma, los pardmelros de los puntos
de inflexion aparentes de la curva mormal, vista desde el pumto

(%, v, z).



Claro es que a los np familiarizados con el estudio de las cur-
vas alabeadas les es muy dificil reconocer con exactitud en un
modelo los planos osculadgres y los puntos de inflexién aparen-
tes ; pero aun éstos apreciardn con toda claridad en el modelo el
siguiente importantisimo punto: la clasificacion de todas las
ecuaciones bicuadrdticas atendiendo al mimero de sus raices rea-
les. Veamos los casos que pueden presentarse :

Sean a, B, v, & las cuatro raices de la ecuacion bmuadratma
“real (4) ; desde luego, por anularse el coeficiente de £°, necesaria-
mente es a+@+xy+&=0. En cuanto a la realidad de estas raices,
-evidentemente pueden ocurrir los tres casos principales si-
guientes : - - ' :

I. Cuatro raices reales.

II.  Dos raices reales y dos imaginarias conjugadas.

III. Dos pares de raices imaginarias conjugadas.

Si tenemos dos ecuaciones del tipo I con las raices «, 8, v, 8 y
o, §, v, ¥, respectivamente, se puede hacer pasar de un modo
continuo del conjunto de valores «, 8, A y 3 a los o/, g, Ny,
respectlvamente, mediante sistemas de valores reales dlferentes de
cero y de suma nula ; en concordancia-eon ese paso, se transfor-
ma una ecuacidén en la otra mediante un sistema continuo de
ecuaciones del mismo tipo~ es decir, todas las ecuaciones del
tipo I forman un continuo conexo ; y lo mismo se dice para las
de los otros dos tipos. En nuestro modelo se muestm esto des-.
componiéndose el espacio en ires ;pav'tes conexas, cuyos puntos
corresponden a las ecuaciones de cada uno de los tipos enun-
ciados.

Consideremos ahora los casos limites entre eslos tres tipos:

Del tipo I se pasa al II por ecuaciones que tienen dos raices
reales diferentes y una real conlada como doble.(es decir, dos
raices confundidas), lo que expresaremos simbdlicamente por
2i+(2). Entre los tipos Il y III hay el caso limite de una raiz
real doble y dos raices complejas, lo que puede indicarse por (2).
A ambos tipos deben corresponder en nuestra figura del espacio
trozos de la superficie discriminante, la cual representa, en ge-
neral, todas las ecuaciones con raices confundidas, y en efecto,
razonando como anteriormente, se ve que a cada uno de estos
tipos limites corresponde un trozo simplemente conexo de la
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superficie. De cada .uno de estos dos grupos 2+(2) y (2) se
pasa al otro por el caso dé dos raices dobles reales ; sjm_bélit;a-
mente: (2)+(2). Los puntos para los cuales vienen a cenfun-
dirse dos pares de raices, tienen que pertenecer simultdneamente
a dos hojas ‘de la superficie discriminante, y, por consiguiente,
" a la rama no aislada dé su curva doble. Segin esto, lu superficie
discriminante se compone de dos paries separadas por una rama
de la curva doble, de las cuales una, 2+(2), separa las regiones
del espacio I y II, y la otra, (2), las regiones IT y III.

Para ver ahora la posicién de la curva normal, observemos -

que, por ser-arista de retroceso, en cada uno de sus pumios hay
tres planos tangentes reales que coinciden en uno (el plano oscu-
" lador), de modo que representan el caso de una yaiz triple v una
simple, ambas reales: 1+ (3); este caso solamente puede derivar-
se del 24(2), cuando una de las rafces simples llega a ser igual
a la raiz doble, de donde se sigue que la arista de retroceso debe
estar contenida por entero en la primera parte; 2+ (2), de la su-
perficie. Sélo en el punto de retroceso de la arista de retroceso
(0, 0, 0), se da el caso de una raiz cuaddruple real, el cual puede
originarse por coincidencia de las dos raices dobles reales del
caso (2)+(2). Y en efecto, el punto (0,0,0) de retroceso de la
-arista de retroceso también estd en la curva doble. Por ultimo,
en lo que respecta a la rama aislada de la curva doble, estd con-
tenida completamente en-la parte del espacio 111 y se distingue
porque cada dos de las raices complejas alli existenies se com-
prenden en una raiz doble comple]a ambas raices dobles son,
naturalmente, con;ugadas

El lector puede ver todos los casos posibles, aqui enumera-
dos, realizados exactamente en nuestro modelo. En el dibujo (pa-
gina 146) forma el interior de la superficie a la derecha de la cur-
va doble la parte del espacio I; el de la 1zqu1erda la parte III;

v el exterior, la parte II. _

Segiin esto, puede formarse el siguiente cuadro esquematico,
en el que aparecen el nimero y la multiplicidad de las raices
reales que corresponden a los puntos de las diferentes partes del
espacio, de la superficie v de las curvas. En él, los ndmeros no
encerrados en paréntesis indican el ntmero de raices reales sim-
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ples, y el orden de multiplicidad .de una raiz se representa por
un nimero entero entre paréntesis :

Regiones del espacio: I II I

Rafceé reales : 4 ’ 2 0
Superficie discriminante : \T—F/Q)\/ J(ET—

Curva normal : m\ B Y ,
Curva doble : ‘ (2) + (¥) (2 res. imag. dobles)
. Retroceso : \ (\4‘) - '

1. ECUACIONES EN EL CAMPO DE LOS NUMEROS
COMPLEJOS

Prescindimos ahora de la’ restriccion de no considerar més
‘que magnitudes reales y vamos a ocuparnos en lo que sucede en
el campo més amplio de las magnitudes complejas, limitandonos,
naturalmente, a hacer resaltar aquello que mejor puede verse in-
tuitivamente mediante las representaciones geométricas. Comen-’
zaremos por el teorema méas importante del Algebra:

'}

A. Teorema fundamental del Algebra

Este teorema se enuncia diciendo que toda ecuacion alge-
braica de grado n tiene, en general, n raices, o, dicho con mds
precision, que todo polinomio en z de grado n puede desaom\po—
nerse en n factores lineales. : :

En el fondo, todas las demostraciones de este teorema utilizan
la interpretacién geométrica de los nuimeros complejos mediante
" los puntos del plano. Vamos -a indicar aquf las lineas generales
de la primera demostracion de Gauss, del afio 1799, a la cual se
le puede dar un ropaje geométrico, aunque claro es que la pri-
mitiva exposicién de Gauss es muy diferente de ésta. ‘

Sea el polinomio

f(ey=2"+a,2" +a,s" 2+ .. +a
que podemos escribir asi:

fl + i) =ux, ) +ib(x, V),
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donde u y v designan polinomios de las dos variables reales
% e y. El pensamiento fundamental de la demostracidn de Gauss
estriba en el estudio de las dos curvas del plano xy:

u(x, )=0, (%, y)=0

probando que tienen, por lo menos, un punto comin; para este
punto de interseccién (x, y) se tiene f(x+1i¥)=0, y con ello queda
demostrada la existencia de una raiz de la ecuacion f(z)=0. Para
tal estudio de las curvas se ve que es suficiente investigar cdmo
se comportan en el infinito, es decir, a distancias tan grandes’
como se quiera del punto origen.

Cuando el valor absoluto, 7, de 2, llega a ser muy grande, se
puede despreciar en f(z) las potencias de z de orden inferior res-
pecto a z"; pasando, entonces, de las coordenadas cartesianas,
%, ¥, a las polares, 7 y o, es decir, poniendo

z=7(cos g +1isen g),

serd, segun la férmula de Moivre,

Zr=1"(cosn ¢ +isenn g)

y esta férmula da el valor al cual se aproxima asintéticamente -
f(2);.y de é1 se deduce que # y v se aproximan asintéticamente
a las funciones

rcosmg y  r"senfg, -

respectivamente ; y, por consiguiente, el comportamiento de es-
tas curvas u=0 y v=0 a distancia suficientemente grande del
punto cero estd representado em una primera aproximacion por

cosno=0 y sen 7 ¢ =0,

respectivamente.

Ahora bien, la linea senn =0 est4 constituida por las n rec-

tas que forman con el eje x los 4ngulos 0, -i—-‘,.gn—x-’ . ’___(” ..n_].m )

mientras que la linea cosne=0 est4d formada por las n bisec-
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trices de los dngulos que forman cada dos consecutivas de aque-
llas rectas. (En la figura 30 estid representado el caso de. estas
dos lineas para n=3). o

En la parte central de la figura, las verdaderas curvas u=0
y v=0 pueden, naturalmente, diferir mucho de estas rectas ; pero
siempre, a medida que las curvas van alejindose se aproximan
cada vez mds a dichas rectas. Podemos representarnos esquemd-

W

Figura 3o

ticamente la marcha de las curvas considerando que fuera de um
«circulo cuyo centro es el punto cero v de radio muy grande aque-
llas rectas estdn fijas y a ellas se unen las ramas infinitas de
.estas curvas. ' : ) o

Es completamente indiferente cémo sean tales curvas dentro del
-circulo ; las ramas infinitas de u, v, tendrdn que aparecer siempre
alternandose (fig. 81) al suponer recorrida la figura alrededor del
-origen de coordenadas; y, por consiguiente, es infuitivamente
evidente que en el interior de dicho circulo ambas curvas tendrdn
que cortarse una vez por lo menos. Y, en efecto, se puede llegar
-con todo rigor a esta conclusién—y en esto estriba precisamente
el contenido de la demostracién de Gauss—utilizando las propie-
dades relativas a la continuidad de las curvas, pero lo esencial
- .del procedimiento demostrativo est4 en lo que acabamos de decir.
Una vez que se ha logrado asi poner de manifiesto #na raiz, se
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puede separar de f(z) un factor lineal y aplicar el teorema al po-
linomio de grado n—1 que resulta ; y continuando de este modo, .
se llega, como queriamos, a la descomrposwwn de f(z) en n fac-
tores lineales, o sea, a la demostracidn de la existencia de n raices.

N
“Gen

Figura 31

Para aclarar bien lo que acabamos de expresar, consideremos.
un ejemplo particular muy sencillo. Sea

f(5)=5"~1=0;
entonces es

u=rcos89—1, v=1%senByo,

asi que v=0 se compone de tres rectas (fig. 32) mientras u=0
tiene tres ramas hiperbdlicas. Se ven, en efecto, en la figura las.
tres intersecciones de estas curvas, las cuales corresponden a las
tres raices de la ecuacién dada: Es muy recomendable la ejecu~
cién de otros ejemplos més complicados.

Como-no se trata aqui de una exposicién sistematica del Al--
gebra, nos limitamos en lo que respecta al teorema fundamental
a estas breves indicaciones, que terminamos haciendo notar que
la importancia de los m’bmems complejos en el Algebra estriba,
precisamente, en que dan un cardcter de absoluta generalidad,
sin restriccién ninguna, al teorema fundamental ; en canibio, si
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nos concretdsemos a los nuimeros reales, solo podriamos afirmar
que una ecuacién de grado n tiene n raices, o menos, o ninguna.

Figura 32

B. Ecuaciones con un paréametro complejo

En lo que resta del Algebra, vamos a ocuparnos en diSculir
de un modo intuitivo todas las soluciones (incluso las complejas )
de las ecuaciones comiplejas, de modo andlogo a lo hecho con las
soluciones reales de las ecuaciones reales, concretdndonos a las
ecuaciones con. un pardmetro complejo, y aun supondremos que
éste sdlo aparece linealmente, y veremos cémo, en tal caso, se
obtiene el resultado apetecido estudiando una sencilla representa-
cién conforme.

Sean z=x-+iy la mcogmta y w=u+iv eI parametro; el tipo
de la ecuacién que vamos a estudiar serd, pues,

8(2) —w §(2)=0 1y

siendo ¢ y ¢ polinomios en z; designaremos por n el mayor ex-
ponente de z que aparece en estos polinomios. Segin el teorema’
fundamental, para cada valor determinado de w la ecuacién tiene
n .rafces, en general, distintas. Remprucamente, de la (1) se de-
duce, '

-8

(&)
b12)

w =

@
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es decir, w es una funcién racional de z que—siguiendo una lo-
cucién corriente—diremos que es de grado n. Si quisiéramos em-
plear como equivalente geométrico de la ecuacién (1) la repre-
sentacién conforme que por medio de esta funcién se establece
entre los planos complejos de las z y de las w, se presentaria
el inconveniente de la multiformidad de z considerada como fun-
ci6én de w ; evitaremos tal inconveniente procediendoe como suele
hacerse en la teorfa de funciones : imaginaremos el plano w de n
hojas colocadas unas encima de otras y enlazadas entre st de mo-
do conveniente por puntos de ramificacion, constituyendo asi
una SUPERFICIE DE RIEMANN de n hojas, como es sabido desde
las primeras nociones de la teorfa de las funciones aigebraicas.
Ent(mces la funcidn considerada establece una correspondencia
univoca y conforme entre los puntas de la superficie de Rie-
mann y los del plano w, por un aparte, y con los del plano liso
de las z, por otra. )
Antes de pasar a un estudio completo de esta representacién
conviene establecer algunos convenios que permitan eludir las
excepciones derivadas de la consideracidn de valores infinitos
dew y de z y con ello enunciar todos los teoremas en forma que

sean validos sin excepcién. Mas, como estos convenios no se

utilizan de un modo tan general como fuera de desear, vamos
a decir unas pocas palabras sobhre ellos. No puede catisfacernos
en este punto hablar sencillamente de un punio indefinidamente

lejano, del plano complejo, pues de esta manera se pierde com--
pletamente la representacién concreta y después habria que ra--

zonar para cada caso particular con el fin de ver lo que corres-
ponde en un punto infinitamente lejano a una propiedad deter-
minada de un punto a distancia finita ; pero, en cambio, obtene-
mos el resultado apetecido si, de una wvez para siempre, reem-
plasamos el plano de Gauss, como representante de los nimeros
comiplejos, por la «esfera de Riemanny.

Para ello, consideramos una esfera de radio 1, tangente al
plano de Gauss en el punto cero, S, que tomaremos como polo
Sur, y efectuamos la proyeccion evtereografzca sobre el plano
desde el polo Norte, N (fig. 33).

A cada punto Q(x, y) del plano corresponde univocamente el
segundo-punto de interseccién del rayo NQ con la esfera; y re-
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<iprocamente, a cada punto P de la esfera—con’ excepcién del
N—corresponde un solo punto, @, de coordenadas finitas (x, ¥) ;
podemos, por lo tanto, considerar a P como imagen o represen-
tacidn del nimero x+iy. : }

Si el punto P se mueve sobre la esfera tendiendo hacia N, el

" punto O se mueve en el plano complejo alejandose infinitamente,
y reciprocamente. ‘ :

Parece, pues, natural, considerar este punto N, que no corres-
‘ponde a ningin nimero complejo finito, como representante vuni-
co de todas las magnitudes infinitas x+iy, es decir, como re-’
presentacion concrela del punto infinitamente lejano del plano

Figura 33

de Gauss, introducido con cardcier puramente simbdlico, y de-
signarlo siempre con el simbolo co. Con esto se logra una re-
presentacién geométrica en la que todos los puntos, propios o
impropios, desempeiian el mismo papel, y, por tanto, no hay que
distinguir unos de otros en los razonamientos.

Volviendo ahora a la interpretacién geométrica de la ecuacién
algebraica [1] sustituiremos el plano w, por una esfera w; en-
tonces, la funcidén [2] establece una representacion de la esfe'ra
z sobre la esfera w} y esta representacién, como los de los pla-
nos z y w, es conforme, puesto que, seglin se sabe, la proyeccién
estereografica del plano sobre la esfera también lo es. En esta
representacién, a un punto de la esfera w corresponderan, en
general, n diferentes puntos de la esfera z; para lograr una co-
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rrespondencia unfvoca, imaginaremos, anilogamente a lo hecho
en el plano, n esferas w superpuestas una sobre otra y enlazadas
entre sf por los puntos de ramificacién, de manera que constitu- .
yan una superficie de Riemann esférica de n hojas.

Esta concepcién no tiene mayor dificultad que de la de una
superficie de Riemann sobte el plano. Con ella la ecuacion alge-
braica [1] represenia geomdtricamente una correspondencia uni-
voca y conforme de la superficie de Riemann sobre la esfera w
por una parte y de la esfera sencilla z por otra, y en esta inter-
pretacion estin evidentemente incluidos los valores infinitos de
2y w, ya se correspondan entre sf o con valores finitos. ' .

Para hacer uso de este recurso geométrico auxiliar, hay que
realizar en el Algebra cosa analoga a la antes hecha.con el fin de
evitar las excepciones que la consideracién del infinito introduce
en las férmulas ; ésto se logra con la introduccién de las variables
homogéneas, poniendo ‘

y considerando z, y z, como dos variables complejas indepen—
dientes, que se conservan finilas y no pueden anularse simulid-
neamenie. : .

A todo valor. determinado de z corresponde entonceés un siste-
ma de infinitos valores (¢.sz,, ¢.2,) en los que ¢ es un factor
‘constante arbitrario ; todos los sistemas de walores (cz,, c2,) que’
s6lo difieren en un factor constante se consideran, por consi-
guiente, comio un mismo «punton en el campo de las dos varia-
bles homogéneas. Reciprocamente, a cada uno ‘de estos puntos
corresponde un valor determinado, 2, con la sola excepcién del
punto en que z, es arbitrario y 2,=0, que no corresponde a nin-
gin valor finito, z; sino que cuando otro punto tiende a con-
fundirse con él, el valor correspondienté de z crece infinitamente.
Resulta, pues, que esle punto debe considerarse como cquiva-
- lente aritmélico de un punto del infinito del plaro z, v, andloga-
mente, del representado con el simbolo oo en la esfera.

‘De la misma manera escribiremos, naturalmente,
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y estableceremos las ¢cuaciones «homogéneasy enire las variables
homogéneas z,, z, y w,, W, que corresponden a la ecuacién [2],
1a cual, cuando se multiplican los términos del quebrado por z,"’
se transforma en esta otra:

.2
Z" ( 1 ) )
_ 2 (P '3? — __QP{Z]‘ 32) .

e 23" @ (———Zl ) AN
2 2, .

Wy

®

donde o(2,, 2,) ¥ 4(2,, ) son funciones racionales ENTERAS de

21

2,y %, puesto que ¢(s) v ¢(2) contienen el quebrado z= p,

4 2
elevado, a lo sumo, a la n potencia ; son, pues, polinomios homo-
géneos (formas) de dimensidn n, pues cada factor z* de ¢(z) y
de ¢(2) se convierte después de la multiplicacién en el

i
de dimensién 7. ) _

Con. esto podemos pasar ya, haciendo aplicacion de los dos re-
cursos: la representacion sobre la espera compleja y las variables
homogéneas, a estudiar la dependencia funcional que la eciiacion
establece entre z y w, con todas sus particularidades, Tal proble-
ma quedard resuelto en cuanto podamos darnos una perfecta idea
de la representacién conforme entre la esfera de las z y la super-
icie de Riemann sobre la esfera w. '

Ante fodo conviene ver la naturaleza y siluacidn de lo puntos
de ramificacion de la superficie de Riemann; recordaremos, para
ello, que un punto de ramificacion de orden y es un punto tal que
en é] se unen p+1 hojas de dicha superficie. Puesto que w es
una funcién uniforme de 2, conoceremos los puntos de ramifica-
cién cuando conozcamos los puntos correspondientes a’ ellos en
la esfera de las 2, a los que, en adelante, llamaremcs siempre
puntos notables (*) de la esfera z. También a ellos cofresponde -
una cierta multiplicidad, igual a la del punto de ramificacién co-

(*) Traducimog asi . frecuenteme la denominacién merkwiirdige o be-
merkenswerte Punkte, usada por el autor, en lugar de emplear la més usual .
de puntos singulares. ' i ’
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rrespondiente. Nos limitaremos a enunciar los teoremos que re-
suelven estas cuestiones sin exponer sus demostraciones com-
pletas ; puesto que corresponden a propiedades elementales de la
toria de funciones ya familiares al lector, aun cuando no lo sean
‘utilizando las variables homogéneas que aqui preferimos. Todas
las consideraciones abstractas que ahora vamos a hacer, las apli--
caremos mds tarde a una serie de ejemplos concretos, en los que
tendran forma intuitiva concreta.

Empecemos por un pequefio calculo, para obtener lo que co-
rresponde al cociente diferencial —-g:— en coordenadas homogé-
~neas. Diferenciando la ecuacién [3] resulta :

R wy dwy — wydwy ¢d<§~—<?d<{)
7/022 {4)2

B1

siendo
d 9= 9 dz; + @y dz,
dd=1ddey + dydey

y representando, para abreviar, por

— 3¢ (2, 2) _ 0gle, 25)
Y= dgl. ? e = ng )
_ 0d(a,2) . o ad(a, Zy)

111'1 E dz1 ) Vz - d22 b4

r

Por otra parte, Segin el teorema de Euler sobre las funciones
homogéneas, tenemos ' '

P12+ Gta=n0 b2+ $z=n
por consiguiente, el segundo miembro de la [8'] se convierte en :

do do 1

1
¢ 9

9,42y + 9y d 2, 4’1_ dey+ b dz,
P18 P8 byzg -+ by 2y

pdo—gdi= -

que, segtin el teorema de multiplicacién de determinantes, puede
escribirse :

P1 Do dz;  dz,

o1 b

_r

=— O
" zy 2,
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La ecuacidon [3'] se convierte, pues, en esta otra:

wydwy — wydwy 2y dey — 2ydzy (05 by - by 0,
b n_q)?‘* 192 — 1 92)
2

que es la fo'?'ﬁuula fundamental de la teoria homogénea de la ccua-
cién [2]; en la que interviene el determinante funcional de las
formas ¢ y ¢, expresién de uso muy frecuente en lo que sigue.
Salvo este factor, el segundo miembro es la diferencial de z= i‘ ,
“2
el primer miembro la de w= Z—)"— ; ¥ puesto que para valores fini-
2

tos de z y w los puntos notables se deducen de -d—l~ =0, resul ita la
z

siguiente proposicién, en cuya demostramon no entramos : Todo
punto cero de orden y del determinante funcional es un pusnio
notable de multiplicidad p, es decir, a cada uno de estos puntos
corresponde un, punto de ramificacidn de orden y de la swperficie
de Riemann sobre la esfera w. La principal ventaja que se encuen-
tra en la aplicacién de este teorema estriba en que no exige
distincién entre los valores finitos e infinitos de z y w. ’
También puede determinarse con toda precisidn el numero de
puntos notables: En efecto, si las cuatro derivadas de las for-
mas ¢ y ¢ son de dimensién n—1, y, por lo tanto, el determi-
“nante funcional una forma de dimensién 2#n—92, ésta tendra
siempre 2n—2 puntos ceros,  teniendo en cuenta su multipli-
cidad. Luego, si a,, oy a5, «ev o son los ;buntos notables de la

esfem z (es decir, si es wl(’),,—(plu.,—‘o para—g———al, Gy Ugy weey %)
2

Y By Pgr Byr oo B, , SUS drdenes respeciivos de multiplicidad, su
suma €s:
Pgtlatpg o R =2n-2,

La representacién conforme hace corresponder a estos puntos
los v puntos de ramificacidn

a,, a,, a,, ..., @,

de la superficie de Riemann sobre la esfera w, los cuales necesa-
riamente estdn separados y alrededor de ellos se unen constitu-

yendo un ciclo pypy pary oo iAV+1 hojas, respectivamente.
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Es de observar, sin embargo, que puede ocurrir que distintos
puntos de ramificacion ocupen el mismo punto én la esfera w,
- puesto que la funcidn w= —t‘?—g— puede tomar un. mismo valor para

' . —
‘varios de los z=a,, o, ..., ¢,. Cuando eso ocurre, sobre este
punto vienen a pasar diferentes series de hojas separadas unas
.de otras ,y que se unen en él. A cada uno de estos puntos de la
-esfera w lo llamaremos de ramificacion y lo designaremos por
4, B, C, ...; su nimero puede ser menor que v, segtin lo dicho.

Vamos ahora a precisar mejor el concepto de superficie de
Riemann, a fin de que la idea algo vaga que con lo expuesto
‘haya podido adquirir el lector, llegue a tomar una forma clara
-e intuitiva. Para ello hacemos pasar por los puntos de ramifica-
cion A, B, C, ... de la esfera w, una curva cerrada, L, que no se
.corte a si misma y de forma lo mds sencilla posible, distinguien-
do una de otra las dos porciones en que la esfera queda dividida

por la linea, rayando urna cualquicra de ellas (fig. 34). En todos

Figura 34

1os ejemplos de que tratemos los puntos 4, B, C, ... serdn rea-.
les; en cuyo caso tomaremos, naturalmente, como cutva L el
circulo meridiano de los numeros reales, con la cual cada una
de aquellas porciones de la esfera serd un hemisferio.

Una vez trazada la linea L, para continuar hablando en ge-
neral, damos un corte a cada dos hojas conexas de la superficie
.de Riemann a lo largo del arco de unién de dos puntos de rami-
ficacién ; como es sabido, ninguna variacién esencial se produce
.en la superficie de Riemann, de cualquier manera que se haga
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este corte con tal que sus extremos se mantengan fijos, es decrr,
“que se pueden unir las mismas hojas a lo largo de otras cur-
vas que unan los mismos puntos de ramificacién. En esta varia-
bilidad estriba la gran generalidad de esta supetficie, pero la
misma variabilidad es origen, al mismo tiempo, de la mayor
dificultad de la idea de la superficie de Riemann. Para dar a
esta superficie una forma concreta que la haga mds asequible,
supondremos que todos los cortes que unen puntos de ramifica-
cién estdn dados a lo largo de la curva L que pasa por todos
ellos; de este modo; pueden darse - varios de.estos cortes a lo
largo del mismo arco de la curva L, y en cambio haber otros
atcos que no se utilicen como cortes.

Cortemos, ahora, el conjunto de todas las hojas, es decir, cada

- hoja separadamente a lo largo de esta curva L ; como antes. he-
mos trasladado a esta curva todos los cortes' de ramificacién, en
ella se cortan todas las hojas y, por consiguiente, nuestra Siuper-
ficie 'de Riemann queda descompuesta en n semihojas, comple-
tamente libres de puntos de ramificacion, extendidas sobre cada
uno de los casquetes esféricos separados por la curva L. Corres-
pondiendo a la distincién antes hecha de los dos casquetes, dis-
tinguiremos también n semihojas rayadas jv' n sin rayar. Ahora
podemos ya ver bien cémo estaba formada la primitiva superficie .
de Riemann :. Toda Semihoja rayada estd rodeada de semihojas
sin rayar a las cuales se une a lo largo de los arcos AB, AC,
de la curva L ; y del mismo modo, cada semihoja no rayada estd
-rodeada de otras rayadas a lo largo de tales arcos de L. Unica-
mente en un punto -de ramificacion pueden unirse mds de dos
Semiihbjas si el orden de multiplicidad de la ramificacion es p,
se unen alterndndose p+1 Semzhoyas rayadas e igual nimero de
las sin rayar.

Puesto que la esfera z se representa unfvocamente Sobre la
superficie de Riemann de la esfera w por medio de la funcién
w(g), podemos referir a aquélla cuanto acabamos de decir, y, ten-
dremos: Por razén de la continuidad, a las 2n semihojas de la
superficie, corresponden 2n recintos conexos en la esfera z—que
distinguiremos rayandolos o no, segtin que lo estén o no las se-
mihojas—separados unos de otros por las n lineas imagenes de
cada uno de los trozos AB, BC, ... de la curva L, determinados
por la funcidén n-forme z(w). Cada uno de los semirrecintos ra-

11
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yadeés se unen a lo largo de tales lineas con los no rayados; v
cosa andloga sucede a cada recinto sin rayar respecto de los ra-
yados; dnicamente por un punto singular de orden y pasan mds
de dos semirrecintos, a saber, p+1 de los pnme‘ros e igual ni-
“mero de los segundos. '

Esta divisién en regiones de la esfera z permxte seguir_ el
curso de la’ funcién z(w) con’ todas sus particularidades,- como-
‘'veremos en algunos ejemplos sencillos 'y caracteristicos. Empe-
zaremos por el mdas ‘simple.

1. Lo ecuacién «pura»
Con este nombre ‘designamos la conocida ecuacién
o gt=w [1}

cuya soluc1on formal se obtlene introduciendo el signo-de la ra-
dicacion.

" D
z=Vw,
pero con lo cual, naturalmente, nada se ha adelantado en el co-

nocimiento de la dependencia funcional entte z y w. Para estu-
diar ‘esta dependencia seguiremos el procedimiento general. Ha-

ciendo uso de variables homogéneas, serd: ,
wy 2"
Wy Z2n ’

y el determinante funcional ‘de los dos términos de la ultima.
fraccién ‘
ne 1

|

] =t et
n—1q .

0  mne

se anula, evidentemente, para 5,=0 y 22———0, de modo que, vol-
viendo a las variables no homogéneas, 2,=0 y z,=0c Son ceros
de multiplicidad de orden n—1, con lo cual ge conocen ya todos
los puntos singulares, de multiplicidad total 2n—2.

-Segtin nuestro teorema general, para w=3" los puntos co~
rrespondientes-a los valores w=0 y w=00 son los uinicos pun-
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tos de ramificacion de la superficie de Riemann sobre la esfem
w; y todos ellos tienen la muliiplicidad n—1; de modo que en
cada uno se unen todas las # hojas. Como curva L. marcamos,
ahora sobre la esfera w el meridiano de los nimeros reales y des-
pués de trasladar convenientemente las lineas de unién de los
puntos de ramificacién, cortamos’todas. las ho;as de la superficie
de Riemann a lo largo de este meridigno ; dé esta manera queda
dividida la esfera en 2n semiesferas, y rayamos cada vez la si-
tuada en el hemisferio posierior de la esfera, la que, por cons1—
guiente, corresponde a valores de w con parte imaginaria positiva,

'y sobre el meridiano distinguiremos siempre el semimeridiano
- del de nimeros reales positivos de los negativos, marcando el
primero con li’nea llena y el segundo con linea de trazos (fig. 35).

Figura-3s

l\hora nos toca investigar las imdgenes de esta curva meri-
diana L sobre la esfera z, que originan la divisién caracteristica
de la esfera en semirrecintos. Sobre el semimeridiano positivo -
es w=7, donde 7 pasa por todos los valores reales y positivos,
desde 0 hasta 00 ; por con51gu1ente, segin yna conocida férmu-
la, sera

= VF=|VT

2k . 2k = . .
(cos ” f+ vsen — ), (k=0,1,2,.. n—1)

que, para los diferentes valores de k. recorre los semimeridianos.
que forman con el de los nwmeros reales positivos los dngulos,

I 1= 2n =D
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Estas curvas corresponden, pues, al semimeridiano L marcado
de linea llena. Anéilogamente, para el semimeridiano- negativo
de la esfera w hay que escribir w= —r=7¢'" siendo como antes
0<r<po y resulta: ‘

o @k 2kt 1 |
&= Vw = (‘COS @—;1‘1"1“?— i sen _(___]f_j%ﬁ_) » (B=0, 1, s n—1);

"a este semimeridiano corresponden los n semimeridianos de la
esfera z de «longitudes geogrdficasn )

Vi

3 ‘ n-—1=x -

3 %“.’ ooy .n ,

T
n
los cuales bisecan los dngulos de los anteriores. Segiin esto, -apa-
réce descomfmesta la esfem z en 2n husos que tienen por vértices
los polos norte y sur. Esta divisién $atisface plenamente a la
teoria general ; en particular, vemos que.solamente en Ios puntos
notables (los dos polos) se juntan més de dos recintos, en reali-
dad 2n, como corresponde a la multiplicidad #—1..
~ En lo que concierne al rayado de los recintos, basta fijarse en
uno, puesto que los demds deben aparecer alternativamente ra-
yados y sin, rayar‘ Observemos ahora, al considerar el hemis-
fério rayado de la esfera n (por conSIgulente, el situado detras),
que la linea llena del contorno estd a la izquierda y la de trazos
a la derecha, y puesto que se trata de una representacidén confor--
me, sin cambio de sentido en los dngulos, toda la region rayada
de la esferaw debe tener esta misma relacidn de posicidn: estqr
limitada por una linea llena a la izquierda y una de trazos a la
derecha. Con esto queda ya bien clara la divisién en regiones de
la esfera z; es de observar, ademés, una diferencia caracteristica
“en la distribucién de las regiones sobre ambas semxesferas 2, se-
.gin que n sea par o impar, como se ve en las figuras 36 'y 37,
para los primeros casos n=3, 4.
~ Se deja advertir claramente en lo dicho, cudn necesario es el
paso a la esfera cOmpleya para la completa comprensién del pro-
blema; en el plano complejo z hubiese aparecido descompuesto
éste en sectores por rayos que parten del punto cero y forman
angulos iguales entre sf, y no habria modo de ver intuitivamente *
que =00 como punto singular v w=po como punto de ramifi-
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cacién txenen la misma significacién que los puntos z2=0 y w=0,
respectivamente.

Con esto tenemos ya base para llegar al conocimiento exacto
de la dependencia funcional entre z y w; sélo falta por estudiar
todavia la representacidn conforme de cada uno de los 2n husos
esferwas sobre una.u otra de las semiesferas w, cuestion sobre la
que no-es preciso entrar en pormenores, ya que para todo el que
se ha ocupado con la representacién - conforme, este caso es uno

o
n=3 :
Figura 36 - . Figura 37

de los més sencillos e intuitivos. En cuanto a los métodos para
el célculo numérico de z trataremos mds adelante (véase § 5).

Vamos a examinar ahora una cuestién de gran ‘interés, a sa-
ber : la dependencia mutua enire las regiones de la misma nabu-
raleza en que ha quedadp descompuesia la esfera z; dicho con
mas precisién : w=3" toma valores iguales en un punto de cada
una de las n regionales rayadas. ¢ Existir4 alguna relacién sen-
cilla entre los valores correspondiéntes de z que permita expresar
uno de ellos'en funcién del otro? g

Para verlo, observamos que poniendo z'=35.¢, designando
por ¢ una rafz enésima cualquiera de la unidad, es z"=z", es
decir, w=3" toma en todos los puntos '

2vm

—_—
v B p
=g e=e 2z (v=0,12 ..., n—-1

el mismo wvalor. Estos n puntos 2’ se distribuyen, pues, en todos
los 7 recintos rayados, cuando se toma z en un recinto rayado,
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y al describir z este recinto, los 3" describen simultineamente

cada uno de aquéllos ; y lo mismo se dice de los recintos no ra-
yados.

Ahora bien, cada una de las sustituciones [2] esta repre%entada

2

pgeom,étrlcamente por un giro de la esfera z de un'an_gu-lo v

alrededor del eje vertical (0 00) ; puesto que, como es sab1do, en
2vzﬁ

el plano complejo, la multiplicacién de € o _ representa un giro

de aquel 4ngulo alrededor del origen. Por consiguiente, se pasa

de unos a otros de los puntos correspondientes de éstas regiones,

lo mismo que de una a otra de ellas, por aquellos n gzros alrede-~

‘ dor del eje vertical. '

Asi, pues, si previamente se hubiese determinado uno solo de
los recintos rayados, esta observacién permitirfa determinar fodos
los recintos de la misma especie, utilizando la propiedad de las
‘sustituciones [2] de iransformar la ecuacidn 1] en st misma (es
“deci?, 2*=w en z™=w) y de que su numero es el grado de la
ecuacidn. En los ejemplos que siguen ‘podremios indicar siempre
de antemano tales sustituciones lineates y con ello utilizar la
gran simplificacién que se logra en la determmacmn de la distri-
bu01én de los recintos. . i

. Partiendo, ahora, de este ejemplo, vamos a introducis un con-
cepto general muy imporiante, el de la wrreducibilidad para las
ecuaciones. que contienen. un j)animwro racional 'w, caso mis ge-
" neral que el de las ecuaciones de coeficientes numéricos raciona-
les, que, ocasionalmente, hemos considerado al tratar de la cons-
truccién del eptdgono regular. Una ecuacion f(z, w)=0 (en nues-
tro ejemplo, z"—w=0) donde f(z, W) es un polinomio en z cuyos
coeficientes son funciones racionales de w, se llama reducible res-
‘pecto al parametro. w cuando f(z, w) se puede descomponer en
un producto de dos polinomios de .la misma naturalesa

5 w) =1, (5 ) . fo(s ) ;

en caso conirario se llama irreducible en w. La mayor generali-
dad de este concepto respecto del anterior estriba en que aqui se’
toma como «campo de racionalidady para operar y al cual perte-
‘necen los coeficientes de los polinomios factores, en lugar del
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conjunto de los nimeros racionales, el de todds las funciones ra-
cionales del pardmetro w; es decir, que pasamos de una concep-
cién puramente aritmética a una tedrico-funcional pura.””

Si representamos intuitivamente cada ecuacién f(z,w)=0 por
'su superficie de Riemann, podremos establecer un criterio sén-
«cillo para la reductibilidad en el sentido que acabamos de definir.-
Si la ecuacién es redumble, cada par de valores (z, w) que la sa-
tisfaga debe hacer que séa f,(z, w)=0, & f,(z, w)=0; y repre-
sentadas ambas soluciones por sus respectivas superficies de Rie-
mann, éstas son completamente independientes. entre sf, y en
particular, no tienen conexion ninguna. Por lo tanto, la superficie -
de Riemann correspondiente a una ecuacign reducible f(z, w)=0
debe descomponerse, a lo menos, en dos porciones separadas.

Segtn esto, se podra reconocer inmediatamente que la ecua-
cidn x"—w=0 es seguramente irreducible en el sentzdo tesrico-
funcional; pues en su superficie de Riemann, que conocemos .
perfe®amente, todas sus n hojas se unen en ciclo en cada punto
de ramificacién y,.segiin lo dicho, toda la superficie est4 repre-
sentada en la esfera z conexa y sin cortes, de modo que no puede’
“haber descomposu:lon alguna. :

‘Partiendo de estas ideas, ‘podemos abordar uno de los proble-
mas mds famosos y populares desde la antigiiedad, a saber: el de
la divisidn de un dngulo cualquiera ¢ en n .partes iguales; en
;pariicula’r para n=3, el de la triseccidn del dngulo. El probléma
es encontrar una construccidn exacta, utilizando unicamente la
regla y el compds, que aplicada a wn dngulo cualquiera ¢ lo diz
" vida en tres partes iguales; para una serie de valores particulares
de ¢ es facil de resolver el problema. ‘

Expondremos el proceso del razonamiento en la demostramon
de la imposibilidad de la triseccién del 4ngulo, en el sentido arri-
ba indicado, siguiendo marcha andloga a la de la demostracién
que dimos de la imposibilidad de la construccién del eptdgono
regular (pagina 73). Exactamente como alli, se reduce la cyestién
. a resolver una ecuacion cubica irreducible y ver que no es reso-
luble por una sucesién de radicales cuadriticos ; s6lo que ahora
‘se trata. de una ecuacién en que interviene un pardmetro, el an-
gulo ¢, en vez de ser némeros enteros los coeficientes comeo en
el otro caso ; y por esto'es preciso introducir aqui-el concepto de
la irreducibilidad funcional, en lugar de la aritmética.
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Para encontrar la ecuacién del problema imaginemos en el
plano de las w; el 4ngulo ¢ contado a partir del semieje real posi-
tivo (fig. 38); su lado extremo cortard al circulo unidad en el
punto

w;—-ew:eos?—%—isen?

Nuestro problema se reduce a encontrar una copstruccién in-
dependiente del valor especial que pueda tomar ¢, en la cual sélo

Figura 38

se emplee un nimero finito de veces la regla y el compas y que
siempre nos dé el punto de interseccién del circulo unidad con el

lado extremo delkéngulok—%,. es decir, el punto:

i ~ ;
z‘.——:,e = cos%ﬂ—isen—g—;

Este valor de z safis_face a la ecuacién
z®=cosg+iseng. - 8]

'y el equivalente analitico de nuestro problema geométrico con-
siste, por tanto (pag. 73), en ver si-esta ecuacion puede resol-
. verse por medio de una ex/pmswn compuesta de radicales cua- -
drdticos superpuestos que operem sobre fumciones racionales de
COSg ¥ Seng; pues estas magnitudes son las coordcnadas del
punto w del cual se parte en nuestra construccién. :

Tenemos que probar primero que la ecuacidn [3] es zwedum- ,

)
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ble en’el sentido tedrico funcional. Esta ecuacién no tiene exacta-
mente la forma indicada en la definicién del concepto de irredu-
cibilidad ; pues en lugar de entrar en sus coeficientes racional--
mente el pardmetro complejo w, aparecen racionalmente las dos
funciones cos y sen del pardmetro real p; pero en una genera-:
lizacién natural ‘de nuestfo concepto, diremos que el polinomio:
z —(cosg+iseny) es reductble cuando se puede descomponer
en polinomios en z cuyos coeficientes sean fumciones racionales
de cosg y sen o, con lo cual podremos adoptar para este caso el
mismo criterio que anteriormente. Hagamos en la ecuacién [3]
que ¢ tome todos los valores reales; entonces w=¢!? =coso+
+1isen ¢ recorre todo el circulo unidad del plano @, al cual co-
rresponde en la proyeccién estereografica sobre la esfera w, el
circulo ecuadot; la curva situada sobre este circulo en la super-
ficie de Riemann de la ecuacién z*=w que recorre sin disconti-
nuidad las tres hojas de esta superficie,. est4d representada univo--
camente. sobre ‘el circulo unidad por la ecuacién [3], y puede,
en cierto modo, designarse como. su «figura de Riemann unidi--
mensionaly. De la misma manera podemos asignar a toda ecua--
cién de la forma f(z, cos ¢, sen )=0 la correspondiente figura de-
Riemann unidimensional, cuando tomamos tantos ejemplares del
circulo unidad con el arco de longitud  como raices tiene la
ecuacion, y ligados entre si en la forma corréspondiente a la co-
nexién entre las raices. Entonces prosiguiendo exactamente como
anteriormente, se ve que la ecuacion 3] sélo puede ser reducible
cuando su figura de Riemann wunidimensional se descompone
en partes completamente separadas, y como esto, evidentemente,
no se verifica en este caso, quéda as¢ pvobada la irreducibilidad
de nuestra ecuacion [3].

Observemos, ahofa, que la demostracidn expuesta en otro
lugar (pags. 73 y sig.) de que una ecuacion de coeficientes numé-
ricos racionales es reducible cuando puede resolverse por una
expresién compuesta de radicales. cuadraticos es aplicable literal-
mente al presente caso de una ecuacién irreducible funcional, sin
mas que sustituir los «nimeros racionales» por «funciones racio-
nales de cos¢ y seng»; por consiguienite, queda completamente
demostrada nuestra afirmacidn de que la triseccidn del angulo
para cualquier valor de o no puede ejecutarse empleando exclusi-
vamente la regla y el compds un nibmero finito de veces; los es-
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fuerzos de, los trisectores resultaran, por lo tanto, siempre bhldios

Pasemos, ahora, a la consideracién de un e]emplo un poco
més complicado que el anterior..

x

2. La ecuacion 'diédrica

Se denomina as1, por razones que veremos mas adelante; la

ecuacién 7 B
1.1 ,
co=g () 1

-Su grado es 2n, como se deduce multiplicAndola por z".
Introduciendo las coordenadas homogéneas, se convierte en:

¢
an n

4 Z17 + 522 .

y

w, - 22" 2"

en cuya expresién aparecen, en efecto, formas de 2n dimensiones -

en numerador y. denommador El determmante funcional de es-
tas formas es:

= 2 o=l y vl (o 2% 2
. "——1? n w o n_y ] - 4— W 3’1" 2211 (Zl " 2'2 n),
2ne" ey 2neyez Tt

-que; desde luego, tiene’ gl_O y 2, =0, como ceros de’ multlph-
cidad n—1; las 2n raices restantes se deducen de la ecuacién :

, . ) "2, no
zm —z2 =0, osea =) ==1.
1 2 : %

‘Utilizando ademas de la raiz enésima de la umdad antcs con-
27'1

-

.

. n . . g
siderada e=e .~ la siguiente raiz enésima de —1:

las 9n Ultimas raices serdn :

®»
o

v 2y .o
=g, —=ce¢ (=012 ....n=1).
&

|

N
(&
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L tienen todos el médulo 1 y,

9

2

por consiguiente,. estdn en el ecuador de la esfera z (que corres-
ponde al circulo unidad del plano 2), y separados cada dos con-

Los valores respectivos de 5=

: . . i . T
secutivos por, dngulos iguales a "

Tenemos, por o tanto, ‘como puntos singulares. sobre la es-
“fera z:

El polo sur z=0 1y el polo rorte z=00, con la multiplicidad
comuin n—1;

Los 2n Pﬂmtos ecualoriales z=e”, & ¢¥, todos ellos simples.

La suma de todos los érdenes de multiplicidad es

An—-1)+9n=4n-9,

«conforme a lo dicho en el teorema general de la pagina 158. En
virtud de la ecuacién [1] a los puntos singulares z=0, 0o, de la
“esfera z corresponde en la esfera w el w=00; a todos los puntos
g=¢ el punto w=+1; y por ultimo, a todos' los z=¢'s el
w=—1," _

Existen, segtn esto, solamente lres punios de ramificacion
00, +1, =1, sobre la esfera w; pero ademds hay sobre

w=po  dos punfos de ramificacién de multiplicidad n—1;
w=+1. n puntos de mmiﬁcacidn de multiplicidad 1-
= —1 n puntos de ramificacion de-multiplicidad 1.

Las 2n hojas de la Superflcze de Riemann se agrupan, .por
consiguiente, sobre el punto w=p0 en dos series formadas cada -
wna por n hojas unidas en ciclo; en w=+11vy en w=—1, en n
series separadas, formada cada una Por 2 hojas. Se aclarari in-
tuitivamente el curso de estas hojas, cuando consideremos la
correspondiente divisién de la esfera z en semirrecintos. .

Para ello conviene, como ya se ha hecho observar, que estu- -
«diemos_ las sustituciones lmeales que dejan ‘invariable la ecua-
¢ién [1]

Desde luego no varfa, lo mismo que en el caso de la ecuacion
pura, con las n sustituciones- '

2im

n

Z=¢c2 _v=0;1;,2, co,om—=1 dedohde e=e¢ [2 a]
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. T A ] . N
puesto que para éstas es siempre g"=z". Tampoco cambia por
- las n sustituciones '
\},

Z’:—% (V—_—O.l,g, -'--1h;1)7 [gb]

» . L . 1 — ’
puesto que con ella.se permutan entre st 2"y — .Ttnem_os, pues,
‘ ’ Z

2n sustituciones lineales que transforman en si misma la ecua-
cidn [1] ; SuU ntimero es, como se ve, el grado de la ecuacién.

Si para cualquier valor de w se conoce una rafz, =z, de la
ecuacion {1], inmediatamente se conocen 21 valores, en general
distintos ‘

7y — =01, n—1)

es decir, se conocen todas las raices de la ecuacién, una vez ha-
llada la raiz enésima de la unidad e.

Pasemos, ahora, a la investigacion de la divisidn de la esfe-
ra z que corresponde a un corte de la superficie de Riemann sobre
_la esfera w a lo largo del meridiano real; para ello, anilogamen-
te a lo hecho en el ejemplo, distinguiremos sobre el meridiano
real de la esfera w (fig. 39) los arcos determinados por los tres
puntos de ramificacién desde +1 hasta oo (linea llena); desde
20 hasta —1 (de puntos), y desde —1 hasta +1 (de trazos). A
cada uno de estos tres arcos corresponden en la esfera z, 2n di-
ferentes porciones de curva, que se deducen de una cualquiera de
ellos por medio de las 9n sustituciones linéales [2] ; basta, por
consiguiente, en todos los casos determinar uno de ellos. Ade-
mds, estas lineas deben unir los puntos singularés z=0, 0o, ¢”.
¢ .¢¥, que marcamos previamente sobre la esfera z; su imagen,
ex‘a‘ctamente como en el caso anterior, es muy diferente, segin
que n Sea par o impar. Bastard aqui que nos fijemos en un caso
particular, por ejemplo, en el de ser n=6. La figura 39 represen-
ta en proyeccién ortogonal el hemisferio anterior de la esfera =
y en ella se ven: de los puntos ¢¥, distribuidos de izquierda a
derecha sobre el ecuador, a distancias angulares de 60° entre si,
los ¢?=~1, ¢*, &% ¢®=1; y de los ¢'.&”, equidistantes de ellos.
sobre este mismo mrculo, Jos ¢'e®, e'et=—1y ¢S
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Decimos ahora que el cuadrante +l<<z<d>0 dél meridiano
real de la esfera z corresponde al arco lleno +1<<w<<+oc del
meridiano real w. En efecto, pongamos z=r y sipongamos que
r pasa por todos los valores reales desde 1 hasta 0o ; entonces

BN A
o= () ()

toma valores también reales v crece constantemente desde 1 has-
ta 00, De este cuadrante se deducen las n lineas llenas de la es-
fera z, aplicAndole las n sustituciones lineales [2a], las cuales,

T,

Figura 39

segin dijmos en el ejemplo anterior, representan rotaciones de
la esfera alrededor del eje vertical (0, o0) de 4ngulos

27 i 2n—1)=%

n' =n Y n !
asi se obtienen los n cuadraites de meridiano que van del. polo

norte 0o a los puntos ¢ del ecuador, ,
Otra curva llena se obtiene cuando se aplica la sustitucién

; se pasa asi{ del cuadrante del meridiano que va desde

b=l
+1 hasta +po, al cuadrante real inferior desde +1 hastas0. Si
efectuamos también todas estas n rotaciones [2al—su composi-

Cién con la transformacién o' = _Lda tOdaS las n Sustituciones
. ; P

[2 b]—, aparecen los n cuadrantes de meridiano que unen el polo
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sur con los puntos =¥ del ecuador, con lo cual tenémos ya las 2n
lineas llenas pedidas, correspondlentes al cuadrante del meridia-
no lleno.w. Para. n=6 estas lineas forman los tres meridianos
completos que se obtienen haciendo’ gxrar el meridiano real de
angulos 0°, 60° y 120° .

Observenios, ademds, que el conjunto de los valores z=¢'r,
en que r toma todos los valores redles desde 1 hasta oo; co-
rresponde al cuadrante punteado del meridiano real w; pues la
ecuacién {1] da para .esta linea :

'V}'lnn‘ 1 __,__1 '""I. Ty
] L ) e ()

y esta expresién demuestra que, en efécto, w decrece constante-
mente y pasa por todos los valores desde 1 hasta. —co. Ahora
bien, z=¢'r representa el cuadrante del meridiano desde 0o hasta
“el punto ecuatoral ¢ ; y aplicindole las sustituciones [2a] v
[2b], resulta, exactamente como antes, que al cuadrante pun-
teado del meridiano réal w corresﬁanden todos los cuadranies
que wnen los polos con los puntos ecuatoriales ¢ .<¥, los cuales
bisecan los dngulos formados por los meridianos.antes obtenidos.

Falta hallar todavia los 2n arcos que corresponden’al semi-
meridiano de trazos —1<<w<{+1; y vamos a .probar que scn
precisamente los arcos del ecuador de la esfera z determinados
por los puntos ¢ y ¢ .¢”. En efecto, el ecuador representa los
puntos de médulo igual a1 y viene, por lo tanto, determinado

por z=e'?, donde o es real y toma todos los valores de 0 a 2n
Por consiguiente; el valor cOrreSpondlente es:

w:_l_<zn+7>:_(e (P—{-g (P)=COS(’VLCP)7
2\ 2 2

que permanece siempre real v de valor absoluto <1, y foma pre-
cisamente una vez todo valor comprendido entre +1y ~1, cuan-

do p recorre un arco de longltud—yT’ pasando de uno cualqulera ‘

de los multiplos de 72— ‘al ‘inmediato, es decir, cuando describe

uno de los arcos dntedlchos
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Laé‘curvgs asi determinadas dividen a la esfera z en 2.%n
semirrecintos de forma triangular, limitados por lres curvas, una
de cada’clase, y cada semirrecinio corresponde a una semihoja-de
la superficie de Riemann; sélo en un punto singular se juntan
varios recintos y, segun lo indicado por la tabla de multiplicida- -
des de la pagina 171, se unen en el polo norie y en €l sur, 2n;
y en cada punto ¢ y e’ 2.2. ‘ L

Para fijar cudles de estos recintos deben rayarse, observemos

_que el hemisferio posterior de la esfera w queda siempre a la
izquierda cuando se recorre su contorno siguiendo sucesivamente
un arco lleno, uno de trazos y uno de puntos ; luego, por ser con-.

‘forme la representacién y no cambiar el sentido de los angulos,
habré que rayar todos los semirrecintos en los cuales se suceden
las tres partes del contorno en el mismo- sentido,. y dejar sin
rayar todos los demés. R ‘

- De este modo obtenemos la imagen geomdétrica completa de
la dependencia establecida por nuesira ecuacion éntre "las varia-

Figura 40

bles z y w. Se podria atn seguir su estudio, analizando mis
circunstanciadamente la representacién conforme de cada uno
de los recintos triangulares de la esfera w, cosa 'de que, como
- antes, prescindiremos por razén de brevedad, limitdndonos sola-
mente a exponer sumariamente el inieresante caso particular de
n=6. La esfera queda entonces dividida en doce tridngulos ra=
yados y otros doce sin rayar ; en la figura 40 se ven-seis de cada
~clase. En cada polo se retinen seis de cada clase y en doce pun-
tos equidistantes del ecuador dos de cada clase; cada recinto
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-queda Pepresentado,conforme‘eﬁ una semihoja de igual clase de
la superficie de Riemann, y estas hojas se unen correspondien-
.do a la agrupaci6n de los semirrecintos ‘cada seis dé una misma
clase en el punto de ramificacién oo, y cada dos de la misma
-clase en los puntos de ramificaciéon +1.

Se obtiene una imagen de la divisiéon de la esfexa cémoda
para su realizacién practica y digna de mencién por su analogfa
-con lo que sigue, procediendo de este modo: Se unen por medio
de segmpnt'os rectilineos cada dos puhtOs consecutivos del ecua-

E]emplo, todos los s") y. ademas

cada uno de ellos con los_ polos. Se forma asi una doble pirami--

" de inscrita en la esfera, con n caras‘laterales (en la fig. 40, seis)
sobre cada hoja. Provectando la divisiéon de la esfera, desde el
centro, sobre esta. doble pirdmide, aparece cada cara lateral di-
vidida por su altura en dos partes, una rayada y otra sin rayar.
‘Representando por esta doble pirdmide la divisién de la esfera
¥y, por consiguiente, nuestra funcién, nos reporta un servicio se-
miejante al de los poliedros regulares eri los ejemplos que siguen.
Lograremos una analogia completa con éstos suponiendo la do-
ble pirdamide «aplasiaday sobre su base; resulta, -entonces, un
poligono regular de n lados, de dos caras, cada una de- las cuales
-aparece descompuesta por las rectas que unen su centro con los
vértices v puntos medios de sus lados en 2n tridngulos (fig. 41)

l’i\gun a 41

Siempre he asociado esta figura como diedro a los cinco polic-
dros regulares conocidos desde Platén. Cumple, en efecto, todas
las condiciones que ordinariamente definen un poliedro. regular,
puesto que se compone de poligonos regulares congruentes (las
~dos caras del poligono regular de n lados) y tiene aristas con-
gruentes (los lados del poligono) v anguloides igiales (los 4ngu-
los de dicho poligono) ; la tinica diferencia es que no limita nin-
.gln cuerpo propiamente, tal, sino que encierra un espacio nulo.
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En este sentido, el teorema de Platén de que sélo existen cinco
poliedros regulares, tnicamente es cierto cuando se incluye en
la definicién la condicidén implicitamente utilizada en la demos-
tracién de que encierre un' cuerpo propiamente dicho.

Partiendo del «diedron se obliene evidentémente nuestra divi-
sion de la esfera, cuando, ademds de sus vértices, se proyectan
sobre la esfera los puntos medios de sus aristas y los centros de
sus caras laterales, siendo los rayos proyectantes perpendiculares
al plano del diedro; por lo tanto, el diedro puede considerarse
también como representacion de la welacidn funcional establecida
por nuestra ecuacidn entre w y z ; de aqui que esta ecuacién pue-
de ser llamada con propiedad -«ecuacién diédrican.’

Pasemos, ahora, a las ecuaciones que—como hemos dicho—
estdn intimamente ligadas con los poliedros regulares de Plat6n.

~

3. Ecuaciones tetraédrica, octaédrica e icosaédrica

Las ecuaCiqnés octaédrica e icosaédrica pudieran con igual
razén llamarse cubica y dodecaédrica, respectivamente, como lue-
go veremos ; de suerte que en los tres ejemplos que examinaremos
en este articulo, estdn comprendidos los cinco cuerpos regulares.
Seguiremos aquf el mismo camino que en los casos anteriores,
pero recorrido en sentido contrario: deduciremos, primero, par-
tiendo de los poliedros regulares, la divisidon de la esfera, y esta-
bleceremos desipués la ecuacion algebraica correspondiente, que
encuenira su representacion geométrica e intuitiva en aquella fi-
gura. Habré, sin embargo, de limitarme con frecuencia a simples
indicaciones, por lo cual, ya desde ahora, remitimos al que desee,
més amplias explicaciones a mi obra «Vorlesungen viiber das
Tkosaeder und die Auflosung der Gleichungen von finften Gra-
de» (*); en la cual se hace una exposicién completa y sistema-
tica de esta teoria, asi como de sus numeresas relaciones con las
afines,

Vamos a tratar los tres casos paralelamente, comenzando con
la manera de efectyar la divisSion de la esfera en regiones, en el
caso del tetraedro. '

{*) Leipzig, 1884. En adelante, seri citada, abreviadamente, «Icosaedron.
12
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1. EI tetraedro. (Fig. 42). Dividiremos cada una de las cua-
tro caras triangulares equilateras del tetraedro por sus alturas en
seis tridngulos parciales, de los cuales cada tres que se suceden
alternativamente son congruentes, en tanto que cada dos consecu-
tivos son simétricos respecto del lado comtn. Obtenemos asi una
divisidn de toda la superficie del tetraedro en veinticuatro tridn-
gulos, que forman dos grupos, cada uno de doce tridngulos con-
gruentes enire st, tales que dos tridngulos de diferentes grupos
son, inversamente iguales; distinguiremos los tridngulos de uno
de los grupos de los del otro ray4ndolos. :

En cuanto a los vértices de estod veinticuatro tridngulos po-
demos distinguir tres espectes, de tal modo que cada .uno de
estos tridngulos tiene un vértice de cada especie:

a) Los cuatro wvértices del tetraedro, en los cuales concurren
cada tres tridngulos rayados y cada tres sin rayar;

b) Los cuairo centros de las caras del tetraedro, los cuales

Figura 22

son; a su vez, vértices de otro tetraedro regular (el tetraedro
conjugadoy; en cada uno de ellos concurren también tres tridn-
gulos de cada especie;

¢) Los seis pwitos medios de las aristas, los cuales son vér-
tices de un tetraedro regular, y en cada uno de los cuales concu-
rren dos. tridngulos de cada una de ambas especies.

Proyectando esta descomposicion de tridngulos desde el cen-
tro del tetraedro sobre la esfera circunscrita, aparece ésta des-
compuesta en 2.12 tridngulos, limitados por arcos de circulo
“mdximo, los cuales son alternativamenie congruentes y simétri-
cos. Alrededor de cada vértice las clases a, b y ¢, hay 6, 6 y 4
4ngulos iguale®, respectivamente, y puesto que la suma de los-

g
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Angulos consecutivos formados sobre la esfera alrededor de cual-
quiera de sus puntos vale siempre 2, los tridngulos esféricos
as{ formados tienen el dngulo . en un vértice a o b, y —T— en un
vértice c. ' ”

Una propiedad caracteristica de esta descomposicion de la es-
fera es que, como ocurre en el mismo tetraedro, puede llevdrsela
a cotncidir consigo misma por un cierto nimetro de rotaciones
alrededor de su centro, cosa que puede verse facilmente constru-
yendo un modelo de tetraedro con su divisién, como existe en
algunas colecciones de modelos de figuras geométricas; aqui
bastard enwmerar las rotaciones posibles (contando entre ellas el
reposo como «rotacidn idénticar). Fijémonos en uno cualquiera
determinado de los vértices del tetraedro de partida ; por medio
de un giro podemos llevarlo a coincidir con otro cualquiera de
"los tres vértices testantes (también consigo mismo), lo que da
cuatro posibilidades ; manteniéndolo fijo en una de estas posi-
ciones, podemos llevar el tetraedro a coincidir consigo mismo de
tres modos diferentes, a saber: haciéndole girar alrededor de la
recta que une el centro con dicho vértice de angulos iguales a
0°, 120° 6 240°. Esto da, en total, 4 .8=12 rotaciones, por cuyo
medio puede llevarse a coincidir consigo mismo el tetraedro, o
la descomposicién en tridngulos esféricos correspondiente de la
esfera circunscrita; Con estos giros se puede llevar un tridngulo
dado rayado (o no rayado) a coincidir con otro tridngulo también
rayado (o no rayado); y cada giro particular queda determinado-
cuando se fija este segundo tridngulo. o

Estas doce rotaciones forman, evidentemente, 1o que se llama
un Grupo G,, de opeéraciones; es decir, que cuando se ejecutan
sucesivamente dos cualesquiera de estas rotaciones, resulta otra
vez una de las doce. ‘

Cada una de estas doce rotaciones est4d representada, cuando
se considera la esfera como esfera de las z, por una transforma-.
cidn lineal de las 2, y las doce transformaciones lineales asi re-
sultantes dejan invariable la ecuacidn correspondiente al telrae-
dro. Se reconoce facilmente que las 2n sustituciones lineales de
la ecuacidn del diedro pueden considerarse como el conjunto de
las 2n rotaciones que permiten llevar a coincidir el diedro con-
$1g0 MISMOo. '
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2. De modo andlogo se procede en el caso del octaedro (fi-
gura 43), por lo cual abreviaremos su exposicién ; cada una de
las ocho caras triangulares equildteras queda dividida como antes
en seis tridngulos parciales, resultando asi descompuesta toda la
superficie del octaedro en 24 tridngulos, congruentes enire si, ra-
yados, y otros 24 iridngulos también congruentes entre si, e

//(‘\'\\\'3;\;.

N

\

\
YAl

Figura 43 ¢

inversamente iguales a los primeros, y que no rayamos para di-
ferenciar unos de otros. También aqui se pueden distinguir tres
clases de vértices, a saber: o )

a) - Los seis vértices del octaedro, en los cuales concurren cua-
tro tridngulos de cada clase. '

b) Los ocho centros de las caras del octaedro, los cuales son
wvértices de un cubo; en cada uno de ellos se juntan tres tridngu-
los de cada clase. X ;

'c): Los doce puntos medios de las arisias, en cada uno de
los cuales se revmen dos tridngilos de cada clase.

" Proyectando esta descomposicién del octaedre desde su cen-
tro sobre la esfera circunscriia, se obtiene en ésta una descom-
posicion en 2 .24 tridngulos esféricos, doce de ellos congruentes
€ ‘inversamente iguales a los otros doce; el dngulo en cada vér-
tice a, vpale L. en cada vértice b, o yen cada wvértice c, z.

' 4 3 2
Puesto que los vértices b forman un cubo, se ve facilmente que
exactamente la misma descomposicion se obtendria partiendo de
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un cubo y proyectando los vértices, los centros de sus caras y
los puntos medios de las aristas sobre la esfera ‘desde su centro.
Por esta razén, no hace falta considerar especialmente el caso del
cubo.

Exactamiente como antes se ve que tanto el octaedro como
esta descomposicion de la esfera, pueden hacerse coincidir con-
sigo mismos por medio de 24 rotaciones, las cuales forman un
grupo G,,. Cada una de las rotaciones queda determinada como
en el caso anterior cuando se da el tridngulo rayado con el que
ha de coincidir otro de la misma clase. .

8) Pasemos, por Gltimo, al icosaedro (fig. 44). También aqui

Figura 44

se descompone cada una de las veinte caras triangulares en
tridngulos parciales del mismo modo que en los casos anteriores,
- obteniéndose asi 60 triangulos rayados y 60 no rayados. Las
tres clases de wértices son: B o SRR

a) Los doce vértices del icosaedro, en cada uno de los cua-
les concurren cinco tridngulos de cada clase.
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'
.

b) Los weinte cenilros de las caras del icosaedro, que son
vértices de un dodecaedro regular; en cada uno de ellos se jun-
tan tres tridngulos de cada clase. ‘

c) Los ireinta puntos medios de las aristas, en cada uno de
los cuales concurren dos iridngulos de cada clase.

Proyectadd esta descomposicion de la superficie del icosaedro,
desde su centro, sobre la esfera, se obtiene una descomposicion
andloga en tridngulos esféricos, cuyos dngulos en los vértices a,
byec ’UaIEni, =z —T—C—Tespeciizwam;ente. De la propiedad de

5 3 2 . -
los vértices b, se.puede también deducir, como en el caso ante-
'rior, que la misma descomiposicion de la esfera se. hubiera obte-
nido partiendo del dodecaedro regular. .

Finalmente, pueden llevarse el icosaedro y la descomposicion
correspondiente de su esfera circunscrita a coincidir consigo mis-
mo mediante rotaciones alrededor de su centro que forman un
grupo Gy, y lo mismo estas rotaciones que las del octaedro
pueden comprobarse facilmente construyendo un modelo apro-
piado. , S

Resumiendo algunos de los resultados obtenidos, podemos
formar la siguiente tabla de valores de los dngulos de los tridn-
gulos esféricos que resultan en los tres casos considerados, agre-
gando los del diedro: :

Diedro:—-'n—, —E-, =

2 2 n
Tetraedrp:%, '_:9:_" %
Octaedro: -—Z—- , —g— , -i;-
Tcosaedro: ;, ‘%, __;c_

Un naturalista (al decir esto, repito, varidndolo ligeramente,
un conocido chiste de Kummer), deduciria en seguida, que exis-
ten descomposiciones de la superficie esférica de propiedades
: T T kY

, . g - = T
analogas con angulos, tales como?, 3 9

'3,7

.

T g Tt
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Un mateméatico no’ se atreverfa, naturalmente, a aplicar tales
analogias, y su prudencia aparece aqui completamente justifi-
cada.; pues, en efecto, la serie de las posibles descomposiciones
de la superficie esférica de nuesira clase lermina con las enuncia-
das, cosa que simiplemiente depende de que no hay mds polie-
dros regulares que los que hemos considerado, y cuya razén fun-
-damental estriba en una propiedad de los nimeros entéros, que
‘no permite una reduccién a otras mas sencillas. Se ve, en efecto,
que los &ngulos de cada uno de' nuestros tridngulos tienen que
ser divisores enteros de = como—i—, —;—;—, —:—_, con la condicién
.de que los denominadores satisfagan a la desigualdad :

1 1 1

T +-->1
la cual tiene la propiedad de que sus tnicas soluciones enteras
son las contenidas en la tabla. La condicién que implica esta
desigualdad se comprende f4cilmente : expresa simplemente. que
la suma de los angulos esféricos es mayor que =.

Agreguemos que existe una ingeniosa generalizacidn de esta
teoria que rompe el marco aparentemente demasiado estrecho
en que la hemios expuesto ; nos referimos a la teoria de las fun-
ciones automorfas, que considera descomposiciones de la esfera
en un nimero infinito de tridngulos, cuya suma de 4ngulos es

menor que =, o igual a =.

4. - Continuacion: Establecimiento de las ecuaciones normales

Pasemos, ahora, a la segunda parte de nuestro problema, o
sea a establecer ecuaciones de la forma '

i

cp(z)—wz))’z),:f),v‘ 0. w=

FIoR 1]

que correspondan @ cada-una de las tres descomposiciones.de la
superficie esférica indicadas, tales, por consiguiente, que: repre-
sentan las dos semiesferas de la esferaw sobre los 2.12, 2..24 y.
2.60 tridngulos esféricos de la esfera s, respectivamente. A cada
valor-de w deben corresponder, pues, en general, 12, 24 .6 60 va-
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lores’ de 2, uno en cada uno de los tridngulos parciales de la
especie correspondiente, y, por lo tanto, la ecuacién buscada en
los tres casos es 'de grado 12, 24 y 60, réspectivamente, grado
que designaremos de un modo general por N. Ahora bien, cada
recinto pacial concurre con otros en tres puntos singulares, luego
deben presentarse -en cada caso ires puntos de ramificacidn sobre
la esfera w, y éstos los tomamos, como es costumbre, como pun-
tos w=0, 1, 00 ; como curva L de corle que pasa por estos tres
puntos y cuyos tres trozos deben corresponder a las lineas fron- -
teras de los tridngulos z tomamos nuevamente el meridiano de
los nimeros reales. .

Haremos ademés (fig. 45) que, en cualgquiera de ios tres ca-~.

Esfera w

Figura 45

sos, al punto w=0 carrespondan los centros de las caras del po-
. liedro (vértices b en la notacién del articulo anterior); al punto
w=1 los puntos medios de las aristas (vértices ¢), y al punto
w=00 los vértices del poliedro (vértices a). Entonces los lados
del triéngulo’( corresponden, en la forma que indica la natura-
leza de las lineas de la figura, a los tres segmentos del meri-
diano w; los tridngulos rayados corresponden a la semiesfera
posterior, y los no rayados a la anterior. Asi establecida la co-
rrespondencia, la esfera z debe quedar representada univoca-
mente mediante_la ecuacién [1] sobre una superficie de Riemann
de N hojas con los puntos de ramificacién 0, 1 e 0o, extendida
sobre la esfera w.

" La existencia de esta ecuacién puede ser deducida facilmen-
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te a priori de los teoremas generales de la teoria de funciones;
sin embargo, mejor que suponer aqui los conocimientos que tal
‘procedim’iento entrafia, preferimos. una conStruccion mds empi-
rica de las ecuaciones en cuestién, la cual qu1za nos proporcione
. una intuicidén mas vivida del asunto. '

Imaginemos escrita la ecuacién [1] en coordenadas homo=
géneas :

w1 (I)N (Zly ‘22)

102 IFN (2] ] ZZ)

A

donde ¢, y ¥, son p‘(jlinomios homogéneos en z, y 3,, de di-
mensiones N(N=12, 24 6 60). En este modo de escribir la ecua-

~cidn aparecen inmediatamente los puntos w,=0 y w,=0 (es de-
cir, w=0, 00) de la esfera w, pero no el tercer punto de ramifica~
cidn w=1 (en homogéneas, w, —w,=0) ; y puesto que, para nues-

. tras consideraciones, -el mismo papel desempefian los tres, con-.
~ viene también escribir la ecuacién bajo la siguiente forma :

Wy — W, X, (212,)
’ =
Wy T, (21 29)
donde XN= o, — ¥, es asimismo una forma de dimensién N.

Ambos modos de escribir la ecuacién pueden condensarse en la
siguiente proporcién continua :

Wyiwy — Wy = Dy (2125) 2 Uy (21, 2)) 2 W (21 29); 2]

con lo cual la ecuacidn tiene una forma homogénea, en la que ios.
tres puntos de ramificacién aparecen igualmente de manifiesto.
El problema que tratamos de resolver se reduce, pues, ahora,
a determinar las formas @ . /N. Vs ¥ para este fin vamos a re-
lacionarlas con nuestra divisién de la ‘esfera z. De la ecuacién [2]
se deduce inmediatamente que para w=0es d (3, 2,)=0;
decir, al punto w=0 corresponden en la eSfera z los N ceros de'
la forma ®,. Por otra parte, segtin los convenios establecidos,
al punio de ramificacion w=0 corresponden los centros de las
caras del poliedro (vértices b de la descomposicién), de los cua-
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. 9 :
v) . 7
les en todos los casos hay .’ pero en cada punto de éstos con-

N

curren tres tridngulos de cada una de las dos clases, representa-
dos simplemente sobre cada una de las semiesferas, luego dichos
puntos deben contarse como raices triples de la ecuacién. Por
consiguiente, estos puntos con la multiplicidad 3 dan todos los
puntos w=0 que les corresponden y, por lo tanto, todos los ceros
de ® ,.Resulta, pues, que la forma &, sdlo tiene raices trlples y

en consecuencia, debe ser el cubo ae una forma o(z,, z,) de

grado ¥ :
. (I)N""[m,~ 5 (210 22)]3;

de Ta misma manera se ve que al punto w=1 6 w, —w,=0 co-
rresponden los ceros de X =0, y que éstos son idénticos con los

N . - I
Y puntos medios de las aristas (vértices ¢ de nuestra descom-

&

posicién) del ‘poliedro contados como dobles; por lo tanto, XN:

tiene que ser un cuadrado perfecto de una forma de dimen-
N

si6n — L
2 X =T v/ 2
Xy =[ey200 2]
Finalmente, al punto w=nc corresponden los ceros de ¥,

que deben coincidir con los vértices del poliedro (vértices a de la
-descomposicién) ; pero en éstos se rednen en los distintos casos
3, 4 6 5 tridngulos, luego serd :

= (Q)N:v (21, zg))", donde v=1534 6 b;

por conszgmente la ecuacion [2] debe tener, mecesariamente, la
forma: ‘

wy z (g = 105) 10y = @ (21 25) 4CT 23019 (24, 25 [3]
siendo los grados y exponentes-de ¢, X, & ¥ los valores del grado
N de la ecuacion los que aparecen en la Siguiente tabla:

Tetraedro: 9.3, %3, 4,5, N=19.
Octaedro: ¢, Yye®, g!; N =24..
Icosaedro:  ©,4%, Yae?, $12°; N: 60.
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Vamos, ahora, a probar brevemente que también la ecuacidn
del diedro puede quedar incluida en el esquema {3]. Recordemos
para ello, simplemente, que en el caso del diedro habiamos co-
locado en la esfera w los tres puntos de ramificacién en los.
-puntos —1, +1, po en lugar de hacerlo en los 0, +1, % como
tultimamente, de modo que para lograr una analogia completa,
“deberemos poner la ecuacién del diedro bajo la forma :

wl—i—wz:wl——wgzwi,=(I):X:\F.

Ahora b1en, de la ecuacién del diedro antes con51derada (pa-
.gina 170)
wl _ 2'12”—}—2'22”

w2 2 Zln Zzn

se deduce por una sencilla transformacion : -

wy 4wyt wy — wy s wy, = (2, + 2" 4 22" 2,") (72,2 — 22, 2,7 :

1282y = (9" + 22 (5" — &1 : 2 (21 )"
‘por lo tanto, podemos, en efecto, agregar a la tabla de arriba:
Diedro 9,2, 1,2, ", N=2n.

Los puntos singulares que inmediatamente se deducen de
-esta forma de la ecuacién coinciden, asf como sus respectivas
multiplicidades, con los anteriormente sefialados (pdg. 171).

‘Tratemos ahora, ya, de la obtencion de las formas ¢, x, ¢ en
los tres nuevos casos, fijAndonos mas detenidamente en el octae-
-«dro, caso el més sencillo, pero limitdndonos, aun en él, a una
rapida ojeada, y a veces a simples indicaciones y a enunciar
los resultados finales, remitiendo al lector que quiera mas por-
-menores sobre este asunto a nuestro libro el 1cosaedro, facil-- -
‘mente comprensible. ‘

Iaginemos, para mayor sencillez, el octaedro inscrito en la
esfera 2, de modo que los seis vértices estén (fig. 46) en

z=0,00,i+1, +1, —1, —1,

Entonces las -24 sustituciones lineales de =z que representan
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las rotaciones del octaedro, es decir, que permutan entre si los
seis puntos nombrados, se obtienen eon gran sencillez, Empece-
mos por las cuatro en las cuales quedan fijos los vértices 0 e po:

g=is (k=0, 1, 2, 9). [4a]

" Ademés podemos llevar el punto 0 a coincidir con el o por la
sustitucién z'= —i—, es decir, una rotacién de 180° alrededor del

eje horizontal (4+1, —1) que hace coincidir cada vértice del

Figura 46

octaedro con otro, y aplicando nuevamente las cuatro rotacio-
nes [4a] se obtienen las cuatro nuevas sustituciones :

»

(k=0,1,2,3. [4 b)

Asimismo podemos llevar sucesivamente a coincidir con el
punto 0o cada-uno de los cuatro vértices z=1, i, —1, —i aplican~
do las sustituciones respectivas :

Az,wz—!—l z~{—z z‘—l Z—1
T e—1" z2-1" 2417 243’

que evidentemente hacen también coincidir unos con otros los.
seis vértices. del octaedro y aplicando nuevamente en cada caso
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las cuatro sustituciones [4 a] se obtienen otras 4.4=16 sustitu-
ciones del octaedro:

z’:i’c__z_j___}_’ AL Z_—{}_ll_
z — 2 :
k=0,1,23). [4¢)
- L 2= o
g = — 2 =k —
z2—1 ' 2+

Hemos encontrado asi todas las 24 sustituciones buscadas, y
ahora se puedé confirmar también directamente por el calculo
que realmente llevan a coincidir el octaedro consigo mismo, y que
forman un grupo G,,, es decir, que efectuando sucesivamente
dos sustituciones cualesquiera de .ellas se obtiene nuevamente
una de las [4]. ' '

Vamos a formar ahora, primero, la forma ¢, cuyos ceros, sim-
ples, son los seis vértices del octaedro: el punto 2=0 da el fac-
tor z,, el punto z=00 el factor z,; los cuatro puntos +1 y +?
son raices simples de la forma z,*—z,*; por consiguiente, ser4 :

be=2, 2y(2," — 2,%). [5a]

Més dificil es la construccién de las formas og v x,, las cuales
tienen por ceros simples los centros de las caras y los puntos
medios de las aristas, respectivamente ; sin tratar de deducirlas,
nos concretaremos a escribirlas (1)

0y = 3,°+14z%2,* +2,°

¥

X1 =2,""—832,°2," —332,%2,° +3,"%.

Quedan asi determinadas las tres formas, salvo, naturalmente,
un factor constante arbitrario para cada una. Por consiguiente,
representando por ¢, $, ¥ x;. las formas tales como aparecen en

" las expresiones [5], habrd que introducir en la ecuacién del oc-
taedro [3] todavia dos constante indeterminadas ¢, y ¢, y pode-
mos escribir : ‘

Wy a0y — Wyt Wy = PeB 10 Ypad i p bt
%

(1) Véase Ikosaeder, pig. 54.
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Queda aun por determinar los valores de las constantes ¢ de-
manera que estas dos ecuaciones representen realmente una sola
ecuacidn entre z y w; condicién necesaria y suficiente para ello
serd que se verifique idénticamente en 2,, y 2, :

3 4__
9 —Cals" =T X109

y en efecto, hay valores constantes determinados de ¢, y ¢, que
satisfacen esta condicién como es fécil comprobar: efectuando
las operaciones indicadas, se tiene la identidad :

cPs3 - 108‘!’64 =X>122J'

de modo que la ecuacién [3] del octaedro ser4 la suma :
Wty — Wyt Wy = P81 Aqp2 1108 Pgt. [6]

Esta ecuacién representa los puntos w=0, 1, 0o, respectiva-.
mente, sobre los ceniros de las caras, los pvuntOs medios de las
aristas vy los vértices del oclaedro, con su correspondiente multi-
plicidad, puesto que las formas o, X, ¢, ha nsido determinadas ;
ademds no se alteran aplicando las- 24 sustituciones [4], puesto
que éstas transforman los ceros de cada una de las formas o, x, ¥,
en si mismos, y, por consiguiente, no introducen otra alteracién
en las formas que un factor, y el calculo muestra que estos facto~
res desaparecen al formar los coeficientes que figuran en la ecua-
cién [6]. »

Queda por probar todavia que la ecuacién [6] realmente re-
presenta de un modo conforme cada tridngulo, rayado o no ra-
yado, de la esfera z en el hemisferio. anterior o poslerior, respec—
tivamente, de la esfera w. Sabemos, ya que a los tres vértices de
uno cualquiera de los tridngulos corresponden los puntos 0, 1, oo
del meridiano real w; y ademas, que la ecuacién tiene 24 rai-
ces 2z, para cada valor de w. Como estas raices z tienen que dis-
tribuirse entre los 24 tridngulos de la misma especie, dentro de
cada tridngulo no podra tomar w un mismo valor mas que una
vez, a lo més. Si ademds demostrdsemos que w Se conserva real -
a lo largo de los tres lados del iridngulo se podria deducir fécil-
mente que cada lado estd representado univocamente sobre un
segmento del meridiano real w, y ademas, que todo el interior



— 191 —

de cada tridngulo esid represenlado conforme, sin cambio de sen-
tido en los dngulos, y univocamente sobre el hemisferio corres-
pondiente. El lector podrd por si mismo deducir esta cadena de
conclusiones, haciendo uso de la continuidad y del caricter de
analitica que posee la funcién representativa w(z). Aqui nos con-
cretaremos a la unica parte de la demostracién digna de ser no-
tada : probar la realidad de w sobre los lados del tridngulo.

La manera m4s cémoda de demostrar esta tesis es d4dndole
la siguiente forma: w es real en todos los circulos maximos re-
sultantes de la descomposicion del octaedro. Estos son en primer
lugar los tres circulos, perpendiculares entre si, cada uno de los
cuales pasa por cuatro de los seis vértices del octaedro, quie co-
rresponden a sus aristas (circulos principales; en la figura 46 se
han dibujado de linea llena) y ademds los seis circulos que co-
rresponden a las alturas de las caras del octaedro, los cuales bi-
secan los angulos formados por los circulos principales (circulos
secundarios, representados en la figura por lineas de trazos). Las
sustituciones del octaedro permiten transformar cada circulo prin-
cipal en cada otro principal, y lo mismo acontece con los circulos
secundarios ; basta, por consiguiente, probar que la funcidn w es
réal en todos los puntos de un circulo principal y en todos los de
un circulo secundario, puesto que en todos los demds debe en-
tonces tomar aquellos mismos valores. Ahora bien, entre los
circulos principales se encuentira el meridiano de los ndmeros
reales z, y sobre él evidentemente ‘es real el valor deducido de
la [6]

o = 108

puesto que ¢ y ¢ son polinomios reales en z, v %,. Entre los

circulos secundarios elegimos el que pasa por 0 y por 00 ; éste

forma con el meridano real un 4ngulo de 45°, y, por consiguien-
- . LT.:_ .

" te, sobre él toma z los valores g=¢ * r, donde 7 pasa por todos

los valores reales desde —po hasta +00 ; sobre él es, pues, siem-

pre zt=e'" . r*=—1* real y puesto que, segdn [5], en ¢, y en la
cuarta potencia de ¢, s6lo entran las cuartas potencias de z, y 3,,
también, segiin esta dltima f(’)rmula, es w real.
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Con esto llegamos ya al final de nuestra demostracién: La
ecuacidn (6] representa, en efecto, de un modo conforme los se-
miplanos de la esfera w o de una superficie de Riemann, extendi-
da sobre ella, sobre la descomposicidn triangular de la esfera z-
correspondiente al.octaedro; y, por consiguiente, reciprocamente,
conocemos geométricamente la dependencia entre z y w estable-
cida por esta ecuacion de un modo tan completo como en los
ejemplos anteriores. :

Los casos del tetraedro y del icosaedro se tratan 51gu1endo
-exactamente el mismo método ; damos aqui solamente los resul-
tados, que se obtienen partiendo de la posicién més sencilla po-
sible de la divisién de la esfera z. Se obtiene como ecuacidn del
tetraedro (¥):

Wy ey — wy iy =2, — 2V = B 2,2 22 + 2,4]?
c— 12V =8 [, 2, (2,* — 2,2
ro 42V T e ag g o
'y como ecuacion del icosaedro (*):

Wy wy — Wyl wy = [— (2,204 2,20)+ 228 (2,15 2,5 — 2,8 2,15) — 494 2,10 2,103
— (&% + 2¥) + 522 (2,5 2,5 — 2,5 2,%) — 10 005 (2,20 2,1° + 2,10 522‘_’)]2

17282y 2, (2,10 + 11 25 2,5 — 2,105

.es decir, estas ecuaciones mjwesen-tdn de un modo conforme las
semiesferas 'w sobre los tridngulos rayados y no rayados de las
descomiposiciones de la esfera.z cm"respondwnte al tetraedro y al
‘icosaedro, respectivamente.

5. Sobre la resolucién de las ecuaciones normales

Vamos a decir algo acerca de las propiedades comunes de
‘las ecuaciones que hastd ahora hemos considerado como ejem-
‘plos de la teorfa general desarrollada anteriormente, y que de-
'signaremos en lo que sigue con la denominacién genérica de
.ecuactones normales, limitdndonos, naturalmente, siempre a los

{*) Ikosaeder, pass. 51 y 60
(*) L. c., pags. 56, 60.
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D e o
. casos més sencillos, y remitiendo al lector para mé4s pormenores
al libro. sobre el icosaedro. .

Observemos ante todo que la naturaleza extremadamente sen-
cilla de todas las ecuaciones normales estriba en que el nimero
“de ‘sustituciones lineales que las transforman en si mismas es
precisamente igual a su grado; es decir, que todas sus raices son
funciones lineales de una cualquiera de ellas, y que ademias las
divisiones de la esfera ofrecen una imagen geométrica sumamente
intuitiva de todas las relaciones qie conviere considerar. El estu-
dio de una cuestién derivada de la ecuacién del icosaedro va a
permitirnos apreciar la sencillez con que aqui aparecen cosas que
en otras ecuaciones de grado tan elevado presentan grandes com-
plicaciones. . , , : ’

Sea w, un valor real dado, situado, p. ej., en el cuadrante
{1,00) del meridiano real (fig. 47), y tratemos de averiguar las

'

Bslera w

Figura 47

60 raices de la ecuacidn del icosaedro correspondientes a w=w,.
- Nuestra teorfa de la representacién hace ver inmediatamente que
cada una de ellas tiene que encontrarse en uno de los 60 lados de
los tridngulos de la division de la esfera'z (en la figura 45, los
representados con linea llena) correspondiente al icosaedro. Con
esto queda ya hecho lo-que én la teorfa de las ecuaciones se
llama separacion de las raices, cosa que en la mayorfa de los
casos representa un fatigoso trabajo que-ha de preceder al cilculo
de las raices, y constituye el problema de delerminar intervalos
distintos en cada uno de los cuales seguramente se encuentra una

13
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sola raiz. Y no sélo ésto, sino que podemos decir también, cudn-
tas de las 60 raices son reales. Para ello observemos que en la for-
ma anteriormente indicada de la ecuacién del icosaedro, se imagi-
“na el icosaedro colocado en tal posicién respecto de -la ‘esfera z,
que el meridiano real pasa por cada cuatro vértices. de cada clase
a, b y ¢; luego (véase figs. 44 y 45) cuatro lados de linea llena
de los tridngulos caen en el meridiano real, y, por lo tanto, hay
‘cuatm raices reales. Lo mismo ocurre si w estd en uno de los
otros dos segmentos "del meridiano real ; lu,ego, siempre, cual-
quiera que sea el valor real atribuido a w diferente de 0,'/1, 00,
la ecuacion del icosaedro tiene cuatro raices reales y 56 imagi-
narias ;' y cuando es w=0, 1, oo, hay también cualro raices reales
distintas, pero multiples. ,
Vamos ahora a decir algo acerca del cdlculo cfectivo de las
raices de la ecuacién mormal. Ante todo debemos tener en cuenta
que sélo necesitamos calcular una raiz de la ecuacidn; las demis
se deducen de ésta por las sustituciones lineales ; conviene, ade-
‘més, hacer observar que el cdlculo numérico de una raiz cons-
tituye un problema propio del Andlisis, no del Algebra, puesto
que exige necesariamente la aplicacién de un proceso indefinido
~si se quieren representar los valores generalmente "irracionales.
de dichas raices con aproximacién dada.

“

Vamos a exponer con algin mayor detalle el ejemiplo mds
sencillo que se puede poner, el de la ecuacidn bindmica:

w=3",
con lo cual niuevamente nos ponemos en contacto inmediato con
la matemdtica elemental; pues también en ella se trata esta cues-

tién —eél cdlculo de :/Tv---—al menos para -los primeros valores
de n y valores reales positivos de w=7. Los métodos para el
céalculo de la raiz cuadrada y ctibica son conocidos al lector des-
‘de la escuela ; se fundan en lo siguiente: Se busca el lugar que
ocupa el radicando w=r en la serie. de los cuadrados, o de los "
cubos de los ndmeros naturales 1, 2, 3, ...; recurriendo a la nu-
meracién decimal se hace la misma operacién con las décimas
"del intervalo con51derado, después con las centesxmas, y asi se
- continda hasta lograr la exactitud pedida.
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Aplicaremos. aqui un procedimiento racional, en el que n
puede tomar no sélo valores enteros, sino cualquier valor com-
plejo de w. Puesto que sélo necesitamos determinar una solucidén

de 1a ecuacién, buscaremos, en especial el valor z= V-7 situado
, 2= . p .
dentro del dngulo —;l—'—contado a partiy del eje real positivo. Comio

una generalizacién exacta del método elemental antes indicado,
empezamos dividiendo dichos 4ngulos en un ndmero v, por ejem-
plo, de partes iguales (en la fig. 48, v=>5); las rectas que lo di-

Figura 48

viden cortan a los circulos de centro 0 y radios enteros z=1, 2,

3, ..., en puntos que, una vez fijado v, son los
» 2i7% & ‘ .
v (k =0,1,2, ... 2v— 1)
E=1r-e . . :
‘ r=1,23,

a los cuales corresponden los valores de w

. k
21 —
N n v

W=z =7r e

que podenios sefialar en seguida en el plano w, y son los vérti-
ces de una red correspondiente (fig. 49), pero que cubre todo el
plano w, y se compone de los circulos de radios 1%, 27, 3", ...,
asi como de las rectas que forman con el eje real los 4ngulos

2% ix T —=1)81
v y \),, . e’ v I.

0,
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- El valor dado, w, tiene. que estar en el interior o en el con<
torno de alguna de las mallas de esta red; sea w, el vértice de

esta malla mas préoximo a w. Un valor z, de A/ w, es conocido
" como vértice de la red primitiva del plano z; y el valor que
buscamos es : .

n

. : Wy
/ W = Wy n
ot )

Desarrollando la 'potencia 'que ffgura en este ultimo miembro
por la férmula del binomio de Newton generalizade, que supo-

Figﬁra 49 ‘

nemos conocida, pues de- hecho estamos ya en el ‘campo del
Andlisis, tendremos :

Z=Zb(1+7.ﬂ_‘_‘”°_+1_—_’i~.(ﬂ;l‘.b_)“+‘_.)_

Wy 9 nm? Wy

La convergencia de esta serie se ve en seguida considerdndola

como el desarrollo tayloriano de la funcidén anc‘lliticakZ/Tw—y apli-
cando la propiedad de que este desarrollo sélo es valido en el
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B

circulo dé centro w, que pasa por el punto singular mas préxi-

mo a este punto. Resulta, entonces, qﬁe‘ como A/?JU— no tiene
otros puftos singulares que 0 e 00, este desarrollo es convergente
siempre que w se halle en el interior. del circulo de centro w,
que pasa por el punto cero 5y sélo entonces; y esto lo podemos
alcanzar siempre, partiendo de una red del plano z de mallas
suficientemente estrechas.. Pero para que la convergencia sea
realmente buena, es decir, para que la serie sea prdcticamente

, . wW— W,
aplwable‘pam el calculo numérico es preciso, ademds, que ——

wy-
Sea suficientemente pequedio; lo que siempre se puede conseguir
sin 'més que estrechar convenientemente Jas mallas de la red, Este
procedxmlento es muy recomendable para la ejecucién practica
del célculo numérico de una raiz. |

Es digno de notar que la resolucidn numérica de las demds
*ecuaciones normales de los poliedros regulares no presenta en el
fondo minguna mdyor dificultad “que la del caso expuesto. Se
aplica exactamente el mismo procedimiento arriba indicado a
dichas ecuaciones, partiendo de la representacién sobre la es-
fera w de dos tridngulos contiguos, y aparecen -entonces en lu-
-gar de la serie bindmica otras series, también conocidas y de
uso corriente en el Anélisis, a saber : las series hipergeomélricas.
En un trabajo mio publicado el afio 1877 en el tomo XII de
Mathematische Annalen («Weitere Untersuchungen iiber das Iko-
saedern, pig. 575 y sig.) se hace el estudio numérico de estas
series (*). '

6.  Uniformizacién de las ecuaciones normales por medio
de funciones ‘transcendentes

Vamos a tratar todavia de olro método para la resolucidn de
las ecuaciones normales, que se caracteriza por el empleo siste-
mdtico de funciones transcendentes, En él, en lugar de operar en
cada caso particular con desarrollos en- serie en el -entorno de
‘una solucién conocida, se representan de una vez para Stempre
los pares de valores w y z que satisfacen a la ecuacion, jbor‘m‘edio

(*) Véase también: Klem Gesammmelte mathemat:scse Abharndlungen,
tomo TI, pag. 331 y. 31gu1entes
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de funciones analiticas umfo'”rmves de una variable auxiliar, o, como
suele decirse, se uniformizan las irracionalidades definidas por la
ecuacton, Si ast se llega a funciones que se pueden tabular facil-
mente o de las que ya se tienen construidas tablas-numéricas,
entonces puede obtenerse la Solucidn numérica de la ecuacidn
sin nuevos trabajos calculatorios. Voy a tratar con tanto mayor
gusto dé esta utilizacién de las funciones transcendentes cuanto
que en la enseflanza secundaria se recurre a ellas en algunos
casos, pero de un modo poco claro, casi misterioso ; la razén de
ello estriba en estar todavia apegados a concepciones antiguas
e incompletas en cosas que la moderna teoria de funciones de
variable compleja hace tiempo que ha aclarado totalmente.’
Vamos.a aplicar estas indicaciones generales, en primer tér:
mino al caso de la ecuacion bindmica. Ya en ld segunda ensefian-
za la solucidn positiva r=z", para r real y positivo, se calcula

log r
—r @

logaritmicamente poniéndola bajo la forma.z=¢ " y tomando
para log r el valor principal positivo del logaritmo: Las tablas de
logaritmos nos dan este valor, y luego, inversamente, el valor

' : . . log r
de z como «nimero» o antilogaritmo de g
]

, si bien se emplea

ordinariamente 10 como base en lugar de e, Esta solucidén se
generaliza inmediatamente a valores complejos; la ecuacién :

1+ 1

=W

1

i

se resuelve introduciendo x como logaritmo complejo.general de
w v expresando @'y z como funciones analiticas uniformes de = :

=
. W= ", r=¢"
De este modo, teniendo en cuenta la multiformidad de z=logw
(més adelante hablaremos de modo més preciso de esta funcién)
resultan, en efecto, para un mismo valor de w, n valores de z.

La variable x se denomina variable uniformizante.

“Ahora bien, como nuesiras tablas sélo contienen los logarit-
mos reales de los numeros reales, parece que no puede obtenerse
numéricamente de un modo inmediato la solucién indicada ; pero
con el andlisis de algunas sencillas propiedades de los logaritmos,
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puede reducirse ¢l cdlculo al empleo de cualesquiera tablas trigo-
momélricas corrientes. :
En efecto, poniendo ,
. — Cu v .-
w=u+w=|l/u2/+v2|[ + S —c 1,],
Vaial  [Varol

<l primer factor, como numero teal y positivo, tiene un logaritmo
teal ; el segundo, como magnitud de valor absoluto 1, tiene un
logaritmo imaginario puro iy (esto es, el segundo factor es ¢%)
¥ ¢ se calcula por medio de las relaciones :

u ———___L— = sen ¢ [a]
Vuz + v B
Resulta, pues,
z=logw= 10g|]/u2+ vt | + 2 9;

y, por lo tanto, como raiz de la ecuacién :

2 eg|EEE| e
t=e¢ =e e )
es decir, -
. L ;
n — log IVuz + v? ' h R
z=Vy+z’v=e " (cos%—i—isen%). (8]

3

. Puesto que ¢ est4 determinado, salvo un multiplo de 2=, esta
- férmula da también todos los n valores de las raices, y ahora ya
se puede determinar con auxilio de las tablas de logaritmos na-
turales y trigonométricas: primero ¢, por medio de las férmu-
las (a), y después z, utilizando la férmula (b). Hemos obtenido
esta «Solucidn trigonométrican de un modo completamente na-
tural, partiendo de los logaritmos de los numeros complejos;
pero si se supone que no se conocen estos logaritmos y se quie-
re, sin embargo, deducir esta solucién trigonométrica—que es lo
que suele hacerse en la enseflanza secundaria—por fuerza tiene
«que aparecer tal soluci6én como algo completamente extrafio e
_incomprensible.



— 900 —

Ahora bien, hay un punto en la enseflanza de la matematica

elemental en que se presenta la necesidad de extraer raifces de

ntimeros no reales: la llamada férmula carddnica de resolucion
de las ecuaciones de tercer grado; y sobre ella vamos a hacer al-
gunas observaciones. Dada la ecuacién ctibica en su forma re-
ducida : g

a8 +pr — ¢ =0, 1

la férmula de Cardan dice que sus tres rafces x,, %, y %, estdn
contenidas en la siguiente eX‘presic’m: '

2‘ 3 3
Y q p V__ __+§’7 @

Puesto que cada uno de estos radicales cibicos.tiene tres va-

lores, resultan para la expresién nueve valores diferentes, en gene-
ral ; entre ellos se determinan x,,«,,%, por la propiedad de ser
el producto de los dos radicales cubicos que en cada uno de ellos

intervienen igual a ———g—. Ahora bien ; si se sustituyen los coe-

ficientes de la ecuacién por’ sus expresiones como funciones si-
métricas de x,, &, y %, y se tiene en cuenta que el coef1c1ente
de %? es o, +x,+%;=0, resulta: .

p’ (g — ) (g — g)? (203 — 1)

¢ -
[T = 108 . o

. .
.

g

es decir, el radicando del radical cuadrdlico es, salvo un factor

negativo, igual al discriminante de la - ecuacion; de donde se
‘deduce inmediatamente que'dicho radicando es negalivo. cuan-
do las tres raices son reales, y positivo cuando una raiz es real
"y las otras dos imaginarias conjugadas. Resulta, pues, que pre-
cisamente en el caso aparentemente més sencillo de una ecua-
cién cibica, el de que las tres raices sean reales, la férmula de
Cardan exige extraer una rafz cuadrada de un numero nega-
tivo, y después una raiz cubica de un numero complejo.

Esta marcha a través del-campo complejo tenia que parecer a
los antiguos algebristas de aquel tiempo en que se estaba muy
lejos de la teoria de los nimeros complejos—junos 250 afios an-

@
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. tes de que Gauss diese su mterpretacmn geometxma en el plano*
complejo !—algo completamente imposible.

Se hablaba del «Casus irreducibilisy de la ecuacién cubica y
se decfa que en ¢l la solucién dada por la férmula de Cardan
carecia de sentido ; y cuando mas tarde se descubrié que precisa-:
mente en este caso existe una relacign sencilla entre la ecuacion
cubica y la triseccion del dngulo y en sustitucién de la férmula
de Cardan, que habfa caido en defecto, se obtuvo una «solucidn
trigonomiétrican en el camipo. real, se crevé haber encontrado algo
completamente nuevo que ne guardaba la menor relacién con-
‘aquella férmula. En este lamentable estado héllase, por dquraqa,
todavia hoy la ensefianiza elemental..

"En contraposicién a esto debemos hacer notar sefialadamente-
que la Solucidn trigonométrica no es .otra cosa que la aplicacion
del procedimiento algoritmico general antes expuesto para el
cdlculo de las raices de cantidades complejas; por esta razdn re--.
sulta de un modo completamente natural cuando, al calcular nu-
méricamente la férmula de Cardan, en el caso de ser complejo el
radicando del radical del tercer grado, se hace una transformacién
_tan sencilla como. la que en la ensefianza elemental se emplea
cuando los radicandos son reales. En el caso ‘que nos ocupa, se-
procede del siguiente modo. Suponemos que es.

2 3
&P

0,
4 27 <0

para lo cual, siendo q real, es necesario que sea p<<0. Poniendo-
el primer radical ctbico que aparece en [2] bajo la forma :

Ve

se ve que su vélor absoluto, como _raiz clibica positiva del valor

. o7 3
p .

producto por el segundo radical ctibico debe ser igual a—é-g-, el

4 27

p3l

-absoluto

del radicando, es ; pero como su

valor de este segundo radical tiene que ser siempre conjugadc:
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del valor del primero, y la suma de ambos; solucién de la ecua-
<ién ctbica, es, por lo tanto, sencillamente el doble de su parte

; real :
]/ ¢ _ v l)
T a9t )
Apliquemos ahora exactamente el mismo procedimiento ge- -

neral de la pagina 1¥9. Escribiremos el radicando, sacando factor
comun su modulo, en la forma:

wl,x2,ac3==2R<]- —f’z——}-i

B ==
L ==

v determinaremos un .a'mgu]o@ por las ecuaciones :

V ' 103'
T
| ]/ — 7|

/ 27
"y entonces la raiz cubica buscada, teniendo en éuenta que la raiz
]/_ T W VS
27 | 31’
1/= 2 (cos—2 4 _a)
V - 73 (cosg—{—wsen3 ,

«obteniendo, por consiguiente, si se .observa que o estd determi-
nado, salvo un multiplo de Q-rc

Nl

«que’ es, exactamente, la forma usual de la solucién trigonomé-
trica.
Permitasenos con este motivo una breve digresiéon sobre la

3

«Ubica positiva de _ serds

(S}

<P-1—2Im
3 b

(k=0,1,2)
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expresién «Casus irreducibilis»; Se usa aqui el calificativo «irre-
duciblen en un sentido completamente diferente al en que hoy
generalmente se emplea y frecuentemente hemos utilizado en. es-
tas lecciones; se quiere expresar con €l que la solucién de la
ecuacién cubica no puede reducirse a radicales ctibicos "de nt-
_meros reales, lo cual no tiene la menor relacién con la moderna
significacién de este adjetivo. Se deja ver claramente cémo en
esta regién de la matemétca, esta desgrac1ada denominacién asi
como el temor tan generalizado que inspiran los ndmeros com-
plejos, dan -origen a la posibilidad, al menos, de equivocos e in-
comprensiones ; vivamente deseo que estas observaciones mias
contribuyan a evitar que tales errores subsistan y se propaguen.

Veamios, ahora, siquiera sea brevemente, como se llega a la
uniformizacion de las otras ecuaciones normales, valzendosa de
funciones transcendentes.

Sea, en primer lugar, la ecuacién del diedro

‘Poniendo w=cos g, la aplicacién de la férmula de Moivre
hace ver que la ecuacién se satisface idénticamente por el valor

1

?

© .
z =08 — - ¢ 8en ——.
n n

Como todos los valores ¢+2kx y 2kx—o dan el mismo:
valor w, esta férmula da, en efecto, para cada valor de w, Qn
rafces z, que podemos escribir: -

Z=cos-?i——t;?—k£:tisen—?-—j%]m— k=0,1,2, ... n—1).

» Para las ecuactones del octaedro, tetraedro e icosaedro, no bas-

tan ya estas funciones transcendentes «elementales», pero se
‘obtiene una solucidn completamente andloga utilizando las fun-
ciones elipticas modulares.

*

Aunque esta solucién sale de los limites de la matematica
elemental, vamos a indicar, sin embargo, la férmula correspon-
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diente para el icosaedro, al menos (*). Estas férmulas guardan
una intima relacion con la resolucion geéneral de ld ecuacidn de
quinto grado por medio de funciones elipticas, de la cual sélo se
hacen ligerisimas indicaciones en los libros y sobre la que mas
adelante afiadiremos algunas palabras aclaratorias. La ecuacién
del icosaedro tenia la forma (pdg. 186)

_ Ol

B bya ()8

Identificando ahora w con el invariante absoluto, ], de la teoria
de las funciones elipticas, y considerando éste como funcidn del

2

- s . ‘o ", % .
cociente de periodos w=: w‘ (en la notacién de Jacobi _k_)’ es
decir, poniendo:

1 4 3 ’
w=J{(w) = 957 (©1, ©9)
. A (mlv 0)2) .

donde g, y A son ciertas formas transcendentes’ de dimensiones
—4 y --19, respectivamente, en w; y v,, que desempefian un im-
portante papel en la teorfa de las funciones elipticas. Introducien-
do la notacién abreviada de Jacobi, de uso general, '

q=e =€ 3 ¥

las raices z de la ecuacién del icosaedro vendrdn expresadas por
el siguiente cociente de las funciones § de Jacobi

_ 5 0127w, ¢

: b (x 01, )

Teniendo en cuenta, que la funcién w(w) deducida de la pri-
mera ecuacién es infinitiforme, se demuestra que esta férmula da
para un mismo valor de w precisamente todas las 60 raices de la
ecuacién del icosaedro. ‘

(*) Mathem. Annﬁlen, tomo XIV, pag. 111 y siguientes. Klein, Gesam-
melte mathem. Abhandlungen, tomo III, pag 13 y siguientes. Ikosaeder,
. pagina 131. . ) .
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7. Resolubilidad por radicales

Hasta ahora nada hemos dicho de una interesante cuestién
de la teoria de las ecuaciones normales, a saber :

cAiportan esta clase de ecuaciones algebraicas algo realmente
nuevo, 0 pueden reducirse a otras y, en particular, a una sucesion
de ecuaciones bmomzcas? En otros términos : ¢ No se podrd expre-
sar la solucidn, z, de las ecuaciones, en funcion de w, por medio
de um niimero finito de radicales superpuestos?

En lo’que respecta a las ecuaciones del diedro, letraedro ¥ 0c-
taedro, la teoria algebraica permlte reconocer facilmente que, en
efecto, pueden reducirse a ecuaciones bindmicas. Fijandonos en el
caso de la ecuacion del diedro: -

basta poner

y la ecuacién se transforma en la
' —2w+1=0,

de la cual se deduce mmedlatamente :
C = =+ Vw“’ -1

'y, por lo tanto, E
2= l/w e V_IIJE—:_I,—

con lo cual se obtiene la solucién buscada en funcién de radi-
~cales. R . ‘

- Por el contrario, para la ecuacion del icosaedro no es posible,
encontrar una solucidn que sdlo dependa de radicales; por consi-
‘guiente, esta ecuacién defme una funcién algebraica esencial-
mente nueva. Una demostracion muy intuitiva, original mia, pu-
b11cada en el tomo 61 (1905) de Mathem. Annalen (*) se basa

(¥*) PAigs. 69-371: (QBewels fiir die Nichtauflssbarkeit des Ikosaederglei-
chung durch Wourzelzeichenn. Puede verse también en: Klein : Gesammelte
mathematische Abhandlungen, tomo 11, pag. 385.



— 206 —

_en la consideraciéh de la formacién tedricofuncional ya expli~
cada de la funcién icosaédrica z(w). Lo uUnico que se necesita
suponer conocido es el siguiente léma de Abel, cuya demostra-
cién puede verse en cualquier Tratado de Algebra: Si una ecua-
cion se puede resolver por una sucesion finita de radicales, todo
radical que en ésta aparesca se puede expresar como funcidn ra-
cional de las n raices de la ecuwacion dada. ’

Apliquemos éste al caso especial de la ecuacién del icosae-
dro. Supuesto que su raiz, z, venga expresada por una serie de
radicales que recaen sobre los coeficientes de la ecuacion, es decir,
sobre funciones racionales de w (vamos a- demostrar que esta
hipdtesis conduce a una contradiccién), todo radical que en la for-
mula aparece deberia ser igual a una funcion racional de las 60
ratces

R,(Zl’ Zyy By eery Bgo)e

Como todas las raices de la ecuacién del icosaedro se dedu-
cen de una de ellas por sustituciones lineales, podemos reempla-
zar esta Ultima expresién sencillamiente por una funcidn racional
R (2) de z solamente. Consideremos ahora esta R (z) como funcién
de w, poniendo en lugar de z los 60 valores de la funcién ico-
saédrica w (2). Puesto que todo circuito en el plano w, que haga
volver z a su valor del punto de partida, necesariamente hace
que también R (s) vuelva a tomar su valor primitivo, + R [z (w)]
sélo podré tener puntos de ramificacién en los w=0, 1, 0o en
que también los tiene z (w), y el nimero de las hojas de la su-
perficie de Riemann que vienen a reunirse en ciclo en cada uno
de estos puntos debe ser un divisor. del nimero correspondiente
a z(w), el cual, como sabemios, es 1gua] a 3, 2, 5, respectiva-
miente. Toda funcidn racional R(z) de unu raiz del icosaedro vy,
por lo tanto, todol radical que aparezca en lu supuesta formula de
resolucion se puede mirar, por consiguiente, como funczon de w,
si sdlo tzene de ramificactdn los puntos w=0, w=1, w=>; ¥y
en este caso se retinen en los puntos 0, 1 e oo, fres; dos y c;nco ;
hojas, respectivamente, de su superficie de Riemann, puesto que
3, 2, 5, no admiten ningun divisor comun fuera de la unidad.

Veamos, ahora, cémo puede encontrarse una proposicién en
contradiccién con ésta. Para ello consideremos el radical mds in-
terior que figura en la expresién hipotética de z(w).
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El radicando correspondiente a este radical serd, pues, siem-
pre una funcién racional P(*w) y el indice del radical, p, se pue-
“de suponer primo, ‘puesto que cualquier radical puede conside-
rarse como compuesto de radicales superpuestos,de indices pri-
mos. Ademas, P(w) no puede ser ninguna potencia p-ésima de
una funcién racional p(w), pues de otro modo serfa nuestro ra-
dical superfluo, y podriamos aplicar nuestro razonamiento al si-
guiente radical realmente necesario.

Veamios, ahora, qué clase de ramificaciones puede poseer

la funcidn A\/P("w) ; para ello, lo més cémodo es escr1b1r]a erx
coordenadas homogéneas :

siendo g, h, formas de igual dimensién de las variables ho-

mogéneas w,, w,, (w =%) Segtin el teorema fundamental def
Wy ‘

Algebra podemos descomponer g y k en factores lineales, y serd :

lamﬁn

" m’B n ..

T-" '

debiendo verificarse, por la igualdad de dilﬁensiones del nume-
rador y denominador :

Bty o= FB Y+

Ahora bien, todos los exponentes a, 8, ..., o, #, ... no pueden
ser divisibles por p, puesto que entonces P seria una Potencia per—
fecta de grado p, y como ademés la suma a4+ +...—a' —8'—... €s

igual a cero, y divisible, por lo tanto, por p, no podra ocurrir qu°
s6lo uno de estos niimeros no sea divisible por $, sino que tendra
que haber dos, por lo menos, que tengan esta propiedad. Los
ceros de los factores lineales correspondientes deben ser, por con-

siguiente, los dos puntos de ramificacion de v P(w), en cada uno
de los cuales hay p hojas que se unen en ciclo. Esta consecuencia
constituye la contradiccion buscada con la proposicion antes men-

. j J—— .
cionada también aplicable a ¥/ P(w); y, en efecto, habiamos ya



-enumerado todas las ramificaciones posibles y entre ellas no hay
-dos en las que se unan el mismo ntimero de hojas. Resulta, pues,
-que la hipdtesis hecha es falsa y, por consiguiente, la ecuacidn
del icosaedro és irresoluble por radicales.

Esta demostracién se basa esencialmente en que los ntime-
ros caracteristicos del icosaedro, 3, 2, 5, son primos entre si. Si tu-
vieran un divisor comun, como ourre con los niimeros 3, 2 y 4 del

-octaedro, podria haber funciones racionales R{z(w)] que en dos -
puntos presenten iguai clase de ramificacién, por ejemplo, una
“funcién con dos hojas que se unen en cada uno de los puntos
1 y o0, y éstos pueden, entonces, expresarse realmente como
raices de una funcién racional P (w). Por esto,ﬂ en el caso del
octaedro como en el tetraedro (con los ntimeros 8, 2, 8) y en el del
-diedro (2, 2, n), su ecuacion es resoluble por medio de radicales.

Estos resultados nos dan ocasién para formular, con cardc:
ter general, una observacién, a saber: la escasa relacién que el
“tecnicismo; ‘generalmente usado entre las gentes que se ocupan
‘con la matemAtica, guarda con los progresos de la ciencia. Se
emplea hoy la palabra «raiz», casi generalmente, en dos senti-
dos difelfehtes: uno, para designa'r la solucién de 'cual-quiﬂer ecua-
ci6n algebraica, y otro, m4s particular, para la de una ecuacién
“binémica. Este tltimo uso, aun procede, naturalmente, de una
época en que no se consideraban otras ecuaciones que las bi-
nomias ; pero el continuarlo hoy, si no precisamente perjudicial,
por lo menos es inconveniente; véase, por ejemplo, lo que ocu-
rre al decir : las «raices» de una ecuacién no son expresables por
«radicalesy. Todavia hay otra frase que se presta a mayores con-
fusiones 'y que se repite desde los comienzos del Algebra, a sa-
ber : las ecuaciones algebraicas que no se pueden resolver por me-
dio de radicales, es decir, no reducibles a ecuaciones bindmicas,
«no som algebraicamente resolubles». Esto se encuentra en la mas
‘flagrante contradiccidén con la moderna significacién del califica-
tivo «algebraicon. Hoy se debe decir que una ecuacidn es resolu-
ble algebraicamente, cuando se puede reducir a una cadena de
-ecuaciones, lo mds sencillas posibles, en las cuales se pueda ver
‘de modo. fan completo la dependencia funcional de sus solucio-
nes respecto de sus pardmelras, con conéxiohes entre sus diferen-
tes raifces, elc., como desde anliguo ocurre en las ecuaciones bi-

i
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nomicas, aunque no es preciso que aquéllas sean de esta misma
clase. En este sentido puede decirse que la ecuacidn del icosae-
dro es resoluble algebniicamente; pues las consideraciones he-
chas anteriormente, muestran con toda precisién que se puede
construir. su teorfa de un modo que satisface plenamente a todas
las exigencias. El hecho de no ser resoluble por. medio de radi-
cales hace que, por el contrario, tenga un especial interés, puesto’
que asi aparece como ecuacidn mormal apropiada, a la cual se

tratard de reducir otras ecuaciones que tampoco son resolubles

algebraicamente, segum. el concepto antiguo, para poder darnos
cuenta completamente de su solucién,

Esta observacién nos conduce ahora al examen. de esta cues-
tién, que constituird la dltima parte de este capfitulo.

8. Reduccién de las ecuaciones generales a ecudci'ones norm'ales_

Se demuestra que pueden reducirse : la ecuacion goneral de -
tercer grado a la ecuacidn del diedro para n= 3 la 'de cuario.
grado a lu del tetraedro u oclaedro ; y la de qumto grado a lo del
icosaedro. Este resultado es el triunfo mds reciente de los polie-
dros regulares, que desde el principio de la historia de las ma-
teméticas han desempefiado siempre un importante papel vy que
ahora han intervenido en los m4s diversos campos de la moderna
Matemadtica. '

- Para mejor fijar las ideas y hacer mds comprensible ‘el senti-
do de esta afirmacién general, vamos a fijarnos en el caso de la
ecuacion de tercer grado, aunque sin pretender demostrar las fér-
mulas con todo detalle. Supondremos escrita la ecuacién cublca
en la forma, reducida :

o 4 p— g =0 [1]

Sean «,, x, y %, sus soluciones ; tratemos de formar una fun-
cibn racional z de éstas, tal que al efectuar las seis permutaciones
entre ellas, la funcién experimente las seis sustituciones lineales
del diedro para n=3, es decir, tome-los valores g

. 27T
1 & e? —
.2, ez ez = i o dondee=e¢ .

14
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Se ve facilmente que

2y + X, + 2o, ,
2 = 17 2 3 tg.}
T i S

satisface a ‘estas condiciones. La funcién diédrica, z°+ —13—, de
. 7

estas magnitudes debe quedar invariable para todas las permuta-

ciones de las x, puesto que las seis sustituciones lineales de s la

dejan invariable ; por consiguiente, en virtud de un conocido teo-

rema de Algebra, puede expresarse como ‘funcién racional de los.

coeficientes de la [1] ; y, en efecto, el calculo da:

. 2
ERRE Y 'y 8]
2% ])3

Reciprocamente, si se ha resuelto esta ecuacién del diedro
y z es una de sus raices, la relacién [2] junto con las

x‘1+‘x2+'x3=(‘)s Xy Ky 00, Xy X, Xy=1p, Xy Xg X3 =g,

permite obtener los tres valores x, %, y x, en funcién racional de
2, p y q; se-encuentra asf:

- __3q z(l-i—z)
" ]+ 28
_ 3.q ez l4e2
_ _3Bq e2z‘(1‘+e?z)
=TT, 14 28

Resuelta, pues, la ecuacion del diedro [3], estas formulas dan
inmediatamente la solucidn de la ecuacion cubica [11. '

De un modo completamente semejante, se opera la reduccion.
de las ecuaciones genmerales de cuarto y quinto grado. Las ecua-
ciones resultantes tienen forma mdas complicada, naturalmente,
pero en esencia no més dificiles ; la Unica diferencia estd en que
el pardmetro’ w de la ecuacién normal, que antes se expre-
saba racionalmente en funcién de los coeficientes -de la ecua-
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i 2 . . -
cidbn (2w= -7 —q—g- —Q), ahora contiene radicales cuadrdticos.
' ?

El lector podrd hallar esta teorfa para la ecuacién de quinto gra-
do en sus relaciones con el icosaedro, expuesta detalladamente
en la segunda parte de mis lecciones sobre el icosaedro, en la
cual no sélo aparecen calculadas las férmulas, sino explicadas
con toda preeisién las razones por las cuaies se logra llegar a
las ecuaciones buscadas. , .

Permitasenos, por dltimo, una palabra sobre la relacidn entre
estos desarrollos y la teoria ordinaria de las ecuaciones de ter-
cero, cuarto y quinto grado. En lo que se refiere a las soluciones
ordinarias de las ecuaciones ctibicas y bicuadréticas, pueden
obtenerse de nuestras férmulas, con transfermaciones apropia-
das, utilizando-la solucién, por medio de radicales, de las ecua- °
ciones del diedro, octaedro y tetraedro. ‘ )

En cuanto a las ecuaciones de quinto grado, la mayor parte
de los libros se limitan, por desgracia, a establecer el resultado
negativo de que no pueden resolverse por una serie de radicales,
y, cuando mi4s, agregan simplemente la obscura indicacién de
que es posible su solucién por medio de funciones elipticas (me-
jor dicho seria: funciones modulares elipticas). Es de lamentar .
esta expresién que antes dificulta que favorece la exacta com-
prensién del problema. En efecto, resumiendo lo que hemos
visto en esta rédpida ojeada, cuando distinguimos en el problema
la parte algebraica y la analitica podemos decir :

1. La ecuacidn general de quinto grado no puede reducirse
a ecuaciones bindmicas, pero siempre se logra, y éste es el proble
ma caracteristico de la solucién algebraica, su reduccidn a la
ecuacion del icosaedro como la mds sencilla ecuacion normal.

. 2.° La-ecuacion del icosaedro se puede resolver por medio de
funciones modulares elipticas, resultando asi un procedimiento de
calculo numérico andlogo a la solucion de las ecuaciones bind-
micas por medio de logaritmos.

~Con esto queda completa la solucidn del problema de la ecua-
cidn de quinto grado. Se ve bien, con este ejemplo, que el mate-
mdtico, cuando siguiendo el-camino ordinario no llega a la solu-
ci6n del problema que le ocupa, no debe resignarse a establecer |
la imposibilidad, sino que debe llegar al punto en que radica el
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fondo de la dificultad y tratar de superarla. El pensamiento mate-
mético, como tal, no tiene limites ; asi, cuando alguien opina que
en un cierto punto una cuestién sale del terreno. matemdtico, es
seguro que alli empieza lo realmente 1nteresante de Ia solucién
del problema. :

Sefialaremos, por ultlmo, que estas teorfas no termman con la
ecuacién de quinto grado, sino que pueden establecerse propie~
dades en todo andlogas para las ecuaciones de sexto grado y gra-
dos superiores, con tal de que se recurra a las figuras andlogas a
los cuerpos regulares en espacios multidimensionales.

El lector que quiera informarse con més’ detalles sobre este
punto puede consultar mi Memoria : «Uber die Auflosung der all-
gemeinen- Gleichung funften und sechsten Grades» (1) y los tra-
bajos de P. Gordan (2} y A. B. Coble (8), con ella relacionados.
En este Gltimo, toda la exposicién aparece notablemente simpli-

«ficada.

(1), Journal fm' reine und ' engewandte Mathematik, tomo 129 (1905)
pag. 151'y sig.; y Mathematischen Annalen, tomo 61 (1905), pag. 50 y si-
guientes. También Klein, - Gesammelte ma,themattsche Abhandlugen, tomo
II, pag. 502 y 508,

(2) Math. Ann., tomo 61 (1905), pég 50 y tomo 68 (1910), pég 1
(3) Math, Ann., tomo 70 (1911), pég. 337.



